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С. Д. БЕЛОГОЛОВЦЕВ

{Иваново)

Задачу оптимального управления запасами можно сфоюмулпровать сле
дующим образом. Пусть х — первоначальный уровень запасов товара на
складе. Спрос па этот товар осуществляется через равные промежутки вре
мени II в момент i = 1, 2, . . . , является неотрицательной случайной вели
чиной случайные величины г = 1, 2, независимы и одинаково
распределены с функцией распределения Ф (5) и конечным математическим
ожиданием.

Перед поступлением г-го требования для пополнеппя склада делается
заказ размера z, стоимости k{Zi), который доставляется немедленно. Не
удовлетворенные требования ждут пополнения склада, т. е. допускается
отрицательный уровень запасов. За недостающую для удовлетворения  оче
редного требования партию товара размера у берется штраф р(р), а за
храпение такой же партии в течение одного периода  — плата h{y). Пред
полагается, что

[ kz, 2>0,
k{z) = «10,

Pf/, У>0,

P(i/) = { О

ку, у>0,
h (i/) = | О,

А > О, р > О, /г > 0. Через in{x) обозначаются минимальныегде
издержки за п периодов процесса, начавшегося с уровня х. Имеет место
основное в теории оптимального управления запасами рекзфрентное соот-

средние

1(ошение
г»

(з:) = — кх -ь min [ку + р ^ (s — (/) йф (s) Аv>x V
со

+ А 5 (р — S) йФ (s) -h 5 /п-1 {у - S) ЙФ (s) ^ = 1,2, .. (1)● >
О

где у = X Z, fo{x) = 0.
Обозначим через у„{х) то значение у, при котором  в правой части (1)

достигается минимум. Набор функций {pi(a:), У2{х). .  . . , у„(а:)} называют
оптимальным поведением в /г-шаговом процессе с первоначальным уровнем
^шпасов X. Величина z;{x) = yi{x) х, i = 1, 2, .. .  , ц, показывает, каким
должен быть размер партии, заказываемой в начале процесса, чтобы сред
ние издержки за i последующих периодов были минимальны.
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В [1, 2 II др.] с подобной постановке!! задачи изучается оптимальное
поведение в предположении, что функция распределения Ф (s) имеет плот
ность ф{5) >0 при S > 0. В этом случае невозможно получить наглядную
картину изменения величин уп{з:) с ростом п.

Р1астоящая статья посвящена решению задачи оптимального управле
ния запасамп прп двух возможных уровнях спроса, предложенно!! в [3],
т. е. псследуется оптимальное поведение, когда каждая из случа11ных велп-
чпп |г, i = 1, 2, . . . , принимает только два значения: 5i и Sz (низкий н высо
кий уровни спроса) соответственно с вероятностями pi н pz, где 0 ^ 5i <С
<С 5з и Pi -f- Рг = 1. Эта задача имеет и практический интерес, иапршгер
когда случайная величина спроса имеет лишь одно положительное значе
ние, т, е. определенное требование на товар в каждый момент может по¬
ступить или не поступить с пекотороп вероятностью.

Теперь основное соотношение (1) примет вид

ini^) = —+ min [ky + L{y) + — s^) + P‘>Jn~i{y S2)J, (2)

РхР{8х-у)Л- p^p{s^ — y),

^{y) = - Px^i{y-h)'}-P%P{S2 — y),
Pih{ij — s-i) ^ pJi{y — s^), y ^s..

В дальнейшем часто будут встречаться линейные функции на каждом
из конечного числа смежных промежутков; естественно называть такие
функции кусочно-линейными. Из (3) видно, что Z (у) является непрерыв-
Hoir кусочно-линейной функцией. Очевпдпо, иепреоывная Kyco4iio-4niieii-
иая фукцпя f{x) имеет левую производную, которую будем обозначать
обычным СИМВОЛОЛ1 производной f{x); в этом слу^гае функция f (х) будет
кусочно-постоянной непрерывной слева.

Если пепрерывпая кусочно-линейная функция f{x) постоянна па неко
тором промежутке, то условимся считать точкой минимума f{x) па этом
промежутке его левы11 копец. Прежде чем сформулировать первую теоро-
Л1у, потребуется определить некоторые числа. Если .Vi > 0, то

11

<-S'2i (3)где

5з
(4)Hi

(в дальнейшем выражение в квадратных скобках будет означать целую
часть числа). Пусть

Г (гг) = {pi{k-{-pip) —Pi^Pi^-'+Pih — pzp.

Если существует щ — корень уравнения Г(н)=0, то
Пг — [^о] ●

(5)

положим
(б)

Пусть теперь
5l>0,

Si-о,

где 72, и n-z определяются соответственно формулами (4) и (6).
Теорема 1. Если к — р 0 и pji — р-.р < 0, то

f min(72i, П2)
По = ■I 723 О)

nsu 11

Уп{^) = nSiX

для п ^ По и
S3

Уп{^) =

г П:. где По определяется формулой (7).

X,
для п
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Доказательство. Отметим сначала, что функция Т(и), определен
ная равенством (5), в силу условий теоремы убывает и существует един
ственный корень уравнения Т{и) =0, так как Г(0) = {p-kipi) > 0 и
lim Т{и) = pji — ргр <С о, поэтому Т(и) <0 для
U-H-0O

п ~> Uz II Т{и) ^0 для п ^ П2, (8)

где Пг определяется (6).
Доказательство теоремы будем проводить по индукции. Обозначим через

Gn{y) выражение, стоящее под знаком минимума в (2). Пусть п ~ 1, тогда
Gi{y) = ку L{y) — непрерывная кусочно-линейная функция и

{ к —р
(9)к 4- Pih -г PiP si<y<s.Ог {у) =

к -1- Л, У S3.

Предположим сначала, что izo = 0. Отсюда следует, что /г- —0, так как
7Zi ^ 1. Принимая во виимание (8), получим Т(1) < 0

рЛк + PiP) — Pi4i~^pih — P2P = P2{k-\-p,h — pzp)  < 0.

В (9) мо/кпо было записать, что Gi'{y) = Г(1) / pz при Si <С у ^ 5г, поэто
му Gi{ij) убывает при у возрастает при у > s-i, т. е. при у = St
функция Gi (у) имеет едпнственпьйг минимум и, следовательно.

, т. е.

S3, '2>

(^) = X.

что согласуется с утверждением теоремы. Будем теперь считать, что
> о, т. е. Пг ^ 1. В этом случае Г(1) ^ 0 п значит Gz'(у) ^ 0, у ^ s

Тогда Gi (у), у = Si имеет едгшствепньп! в упомянутом выше смысле мини
мум и

По I.

Si 15

1/1 (^) = а;, a:>si;

ф)уикция
^1 (^i)i— кх

— кх -1 - Gj_ (а:) a:>si

цвляется непрерывной кусочпо-липсинон и

-к
Pih — PzP, Si<^X^S2,fi (^) =

h,
T{i)

L — k, Sidx^So, поэтому fi (x)^~k при всех a;.fi {X) =
P2

Предположим, что теорема справедлива для г = I, 2,  . .  . , тг <! По, а так
же что G„(i/) — иепрорывпая кусочно-линейная функция G/(i/) =
^Т(п) / рг, nSi С у ^ Son fn'{x) ^ —к при всех х.

Покажем, что все это имеет место при i = ?г -f- 1. В самом деле, функция

^n+i(l/) Gi{y) -i~ pifniy — Si) p~ifn{y — Sz)

является непрерывной кусочио-липейиой как линейная комбинация таких
фушщий.

(10)
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В силу предположепия индукции
— к
Т{п)

In' (^) =
,  x^ns!●>

(11)
-К nSi<^X

P-2

Поэтому после дифференцирования обеих часте!г (10) с учетом (8) и
получаем

(И)

— Р-
^n+l(p) — (12)

Pih — PiP, «1<У<(/гЧ-1 ).■?!.

По условию pih — р2р <С о, поэтому выражение (12) отрицательно. Из тех
же соображений имеем

( Т (п)G\i {у) = к -Ь Pi* —>2Р.+ Pi — Рг^^? (^^ Н“ 1) ^‘i ^ Р— кiti
Р2

(13)
Простые преобразования в правой части (13) показывают, что G'
= Т{п + 1)^2 при (^г + l)5i а у ^ S2. По предположению, гг + 1 ■
следовательно, гг + 1 ^ П2, поэтому из (8) получаем, что Г(гг +1) ^ О,
т. е. Gn+i{y) ^ о при (гг + 1)^1 < у ^ $2.

(у) =п+1

По И,

Так как Gi'{y) ^ к при у > Sz л /п(а:) ^ —к при всех х, то из (10)
следует, что G„+i(y) ^ О при у < Sz. Итак,С„+|(у)  < О при у ^ (гг + l)s,
II G„+i(y) ^ О при у > (?г + l)si, т. е. G„+i(y) при у = (гг + l)5i имеет
минимум, и, следовательно, оптимальное поведение имеет требуемый вид.
Функция

-kx-hG
— кх-\- G„+i(a;)

также является непрерывной кусочно-линейной, и, очевидно, /„.^(з:) ^ —к
при всех X.

Итак, доказано, что

[(гг +l)sil, ж<(гг + 1)5п+1
/п+1(^) >(гг -h l)SiX

ns1»
Уп(^) =

X ^ nSi

Пусть теперь гг = гго + 1. Если гго = ти, то
— р

Gn,+i(p) = (14)Pik — РаР> Si<^y ^ 5з*
Если гго = ггг <С гг,, то

— Р
Plh — РзР? ^1 ^ (^2 ■f'l)^!»
Т {щ -г 1)

(^

G (15){У) =Пз-г1

2 “Ь 1) ^1 ^ ̂2*Рг

По условию теоремы pji — pzp < О, а в силу неравенств (8) Т {пг + 1) <С О,
поэтому выражения (14), (15) отрицательны. Так как G/(y) ^ к при

У > 52 и, по доказанному, fn/{x) ^ —к при всех х, то G
(у) при у “ 52 имеет мшшмум и, следовательно,

Vncfl {^) =

(у) ^ О при"0+ 1

У > 52, т. е. G По+ i

а;>X >52.,

. _i
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По ппдукцпи легко можно проверить, нто оптимальное поведение будет
иметь тот же вид для всех п > По.

Теорема доказана.
Teopesia 2. Если к — р <С0 и pji — pip ^ О, то

Уп(^) =
X>5X i

для п = 1,2, . . .
Доказательство. Из условия теоремы н (9) следует, что Gi {у) убы

вает прп у ^ Si II возрастает прн у > Sj, т. е. при у = Si фушщия Gi{y)
имеет единственный минимум. Следовательно,

У1 (^) = {
Как II в теореме 1, fi'{x) ^ —к прп всех х. Так как Gi'{y) к, у St,

то, очевидно, G^iy) имеет лганпмум также при y = Si, т. е. yz{x) ~yi{x).
Легко можно показать, что оптимальное поведение будет иметь тот же вид
для всех п

Пусть теперь к — р ^ 0. Положим
Г к

1.

(16)т. —
Р J

Для каждого ?г > т определим функцию
2\{и) = {рз(/с — 7пр) Pip}pi

n—m—i
-i-pih~p2p—{p + h)pi.'‘^K (17)

Предположим, что существует и„ — корень уравнения Г„(п) =0. Введем
возрастающую последовательность натуральных чисел г„, п = т,т i, . .

“h 1) “Ь ^ 1

● ?

i^n>^n-i + i; «'n=i=lWn]-[«.„] vf 1 (18)гn  —

ф[«п1,и'и пп»

min(n, «о, Si>o,
Sj = оп, (19)где Гт = 0. Пусть

где Ui определяется (4) п п* = шах п. (20)
п

Теорема 3. Если к — р ^ 0 и pJi ~ р^р < 0, то Уп(х) ~ х для п ^ т,
r„si,

Уп (^) = а: >X

для т <С 71 ^ п* и

Уп(^) = Г;;
■2i

Х'^$2

для п > /г', где т, г„ и п* соответственно определяются (16), (18), (20).
Доказательство. Доказательство теоремы разобьем на три этапа.
I. тг ^ 7п. Пусть /г.= 1. По условию теоремы (9) неотрицательно,  поэто

му Gi (у) не убывает и ji i (а^) = Отсюда Д (л:) = 7. (ж) и
f-Pt

^  —РгР, Si<o;<s
X^S2.

1»

(21)
к

Очевидно fi'{x) ^ —р при всех х.
Пусть > 1; для i = 1, 2, . . . ,п <i Л1 оптимальное поведепие имеет

требуемый вид, и f/ (х) ^ —тгр прн всех х. Тогда

g;+,(!/) = k + U(v) +p./n'(y-s.) +p.u'{y-s,) ^

7  Экопомика п математические методы, 5
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Следовательно, функция G„+i(y) не убывает ц yn+^{x) = х. Тогда
/п+1 (ж) = fi {х) + Pifr,' {х — Si) + Pifn (X — 5а) > — {п + 1) Р. (22)

Это соотношенпе показывает, что для п^т iDiecM Jn'{x) = —пр
при ж ^ Si и // (х) ^ —1с при всех х.

II, W <С ?г ^ ?г*. Рассмотрим последовательность промежутков (—сх>;
S,], (si; 2s,], . . ., (/'Si; (г + l)s, (Zr.s,; S2], где Z„ определяется (19).
Функция Gn{y) постоянна на каждом из этпх промежутков, ее значения
обозначим соответственно G, g: Будем пока. ,G . . ,Gn n n '^, 0i , Г» ● ● , rj ● <ln ■

считать, что у ^ S2. Для n = m 1 имеем

G'm^i (y) = Zi; + fi (y) + Pifm' {y — Si) 4- p^f^’ (y — sg) = к — p.pm +
+ fl{y)+Plfra{y~Si),

fm {y — Si) = fi! {y — Si) 4- Pi/m-i {y — 2si) 4- Р2/

= —p^p{m — i) +/i'(y — Si) + Pif'm~i {y — 2si).

Используя (24), можно записать (23) так

(у) = /с — p^j)m — pip^p (тп — 1) + fi'{y) 4- Pi/i'(y — si) .+
+ Pl'fm-i (у 2Si).

Это выражение запишется в общем виде, если продолжить этот процесс
г раз, i = 1, 2,..., Z

(23)
(у — So — Si) =7?7-l

(24)

g:m+l

(25)

m + l

r—1Г—1

(y) = k — p,p ^ PP (m — 0 + ̂  PiHi (y — Zsi) + p//;m
G,m (y-rsi).+l -r+1

i=0i=0

(26)
Подставляя (21) в (26), получим

f—1r—1

P2P PT (m — 0 + (Pi^ — PaP)^ PT — Pi’p
i—O

r—1

= /c4-{pj/i —P2p(m4- l)}2^Pi
i^O

1
= Zc 4- {piA — P2P {?n 4-1)} j

g! = k —m+l, r

i=0
r—1

^ Zpl ^ — Pi^p(m — r 4- 1) =' n-'PiPaP
i=l

— Р/ d Pi — Pi’'
P1P2P

cZpi 1 — Pi

Рз (A: — TTip) 4- PiP 4- Pih — P2P — рГ^ (p + h)

— Pi

— p/p(w r + l) = >  (27)P^
r = 1,2, . . Z● t ‘■ТП+1*

Из (17) и (27) вытекает, что

m+l, г —   ● '
P

g: = 0,l, . . . ,z (28)m-il«a

Ясно, что G„+i,o=A; — (m -j- l)p < 0, поэтому Gm+i(y) убывает при
У ^ s,. Предположим, что n* = m, т. e. r„+i > l^+i. Тогда из (18) следует
что T„+iir) с о при r^l„+i. Из (28) видно, что G„+,(y) убывает при
У  5г. Как и раньше, можно показать, что G„,+,(y) не убывает при у >
В этом случае

Ут+1 (^) = I

Sa.

S21

X, x!>s^.
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Из (18) п (28) заключаем, что G
i5i и не убывает прп у > r„+iS

т + !●jn + 1

т. е. оптимальн1>

Если П* > 771, ТО 7*
убывает прп у ^ г
ведение имеет впд

771 +

(У)771+1

ое по-

Ут+1 (^) = { X,

Отсюда
f-k,
\^^Т71+1 (^) к. 7*Tn+iSijXfm-n {^) —

т. е. К- m {х) ^ —к прп всех X.-\-i

Пусть тг* > 7?г + 1 п для г = ттг + 1, m -{- 2, . .., тг < тг* теорема дока¬
зана; прп этом предполагается, что

ТАг) ,
Р2 ’

G,?1, г (29)  Н“ ^» ● ● ● » ●

Из (10) вытекает, что
— Р.

(у)-{g\П (30)+1
Pih — р^р, < J/ < (г,, + l)si

и
ТАг-'^)G,п -к]—р^к, г = г,,+ 1= kAPih — p^p-\-p^ .Л+1, г п+1.> » ●

Р2
(31)

Простые преобразования правой части показывают, что

г = г„+1, . .
Р

G.п (32)I● 1 ‘●п+1*+1, г -2

Из (32) следует справедливость (29); так как (30) отрицательно, то
Grx+i{y) убывает при y^(^n+l)5i. Если w„+i <; г„, то (32) неотри
цательно; поэтому г„+1 = г„ + 1 п Гп+iSi — точка минимума функции
^n+i(l/). Если Нле п„+1 ^ + 1, то, определив r„+i, как в (18), убеждаемся,
что r„+i5, также является точкой мпипмума функции G„+i(y), т. е. опти
мальное поведеппе имеет требуемый впд. Простая проверка показывает,
что fn+i (а:) ^ —к при всех х.

III. п > 71*. Пусть ?г = тг* Н- 1. Это значит, что либо Un*+i не сущест
вует (при этом T„.+i(m) < О прп всех и), лпбо существует, по такое, что
ц„«+1 > ^71*+1. В том и другом случав Gn*+i, г < 0, г = 0,1,... , Z„*+i. Оче
видно, Gn‘+i (у), у = S2, имеет минимум. Теорема доказана.

Теорема 4. Если к — р ^ 0 м p>.h — ргр ^ 0, то Уп{я:) = х для п ^ ш

Уп (^)= {
1»

X, X'^Sx

для тг'> т, где 7п определяется из (16).
Доказательство. В силу первого условия теоремы Gn{y) не убы

вает для п и, следовательно, Уп(х) = х\ из второго условия Gi {у) >
>■ о при у >■ si, а —к при а: ^ Si и fm'{x) ^ —к при всех х.
поэтому G (у) прп у = Si имеет минимум, т. е.т +1

Ут+1(Л:) = {
Si

Замечание. Условие pi/г — ргр 0» например, в теореме 2 означает,
что либо издержки па храпение товара велпкп по сравнению со штрафом
за неудовлетворенный спрос, либо вероятность высокого уровня спроса
мала. В том и другом случае представляется естественным результат тео-

X,

7*.

Lb.
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ремы 2: пополнить склад, чтобы удовлетворить лпшь нпзкпы уровень спро
са, если первоначальный уровень запасов ипже его, илп ые пополнять, если
первона^гальный уровень запасов превышает его.

Будем теперь предполагать, что объем склада ограипчеп некоторой
константой Я > 0. Тогда (2) примет вид

i^{x) = — kx-\- min {ку ^ L{y)-\-pJn~i{y (33)

Если II ^ 52, то из (33) видно, что оптимальное поведение будет пметь
тот же вид, что и в теоремах 1—4.

Если Н С. 52, то
гя 1

51>0minsn,
. 5i J

(34)По =
Si = 0.

(35)max п.
r„s,<H

Теорема 1 К Если к — р С^О и pih — ргр <, О, то

}nsu x^ns-i,(^) = { для п пУп о
X, Х^ nSi

и Уп(з^) = я для п > По', где По определяется из (34).
Теорема 2 *. Если к — р С 0 pji — ргр ^ 0, то при II ^ St

/51, a:<Si,
для п — i,2, . . .Уп{^) = ) a;>5iX

и при я <С 5„ уп{^) = я для п = 1,2,
Теорема З'^.Если к — р 0 и pji — ргр ^ О, то уп{х) = х для п ^ т\

{х) = Iг„5ь a;<r„Si
I для т<С.п^ (п*)'\У

X, д;>г„51

у„{х) = я для п > {п*)', где т, и {п")' определяются соответственно
(16), (18), (35).

Теорема к'^.Если к — р ^ О и pji — ргр ^ О, то Уп{х) = х для п ^ тп;
при Я ^ 5i

{х) = I
«1

Уп
X>Si

для п'^ т и при II <С s% Уп{х) =Н для п > т, где  ш определяется (16).
При доказательстве теорем 1‘—4‘ можно применить те же рассужде

ния, что и в [2] для случая, когда объем склада огранпчеп.
Приношу глубокую благодарность Б. В. Гнеденко и Е. В. Булпнскои

за очень внимательное отношение к моей работе.
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