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ЭКОНОМИКА

и МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ЛИHEtaHOГO АГРЕГИРОВАНИЯ
ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА

В. Л. В Е Н

(Москва )

Размерность динамической межотраслевой модели определяется в пер
вую очередь числом отраслей, па которое разбита описываемая экономи
ческая система согласно прпиятой в модели класспфпкацип. Это число мо
жет выбираться в достаточной мере произвольно, но при малом числе от
раслей возрастают ошибки, связапные с вычислением коэффициентов,  в то
время как увелпченпе числа отраслей встречает значительные вычисли-
тельпые трудности при практическом использовании модели. Преодоление
противоречия ме/кду обсспечоппсм заданной точности получаемых резуль
татов п необходимостью умсньшенпя размериостп модели является одной
из проблем агрегирования. Агрегирование применительно к схемам меж
отраслевого баланса пли к анализу «затраты — выпуск» достаточно хоро
шо изучено. В качестве примера можно привести работы [1 —10], более
подробиыи список литературы содержится, например,  в [11].

Рассматриваемый в пастоящей работе метод линейного агрегирования
осиоваи па пспользовапии условия совместности [1] для вычисления
эффцциентов модели мепьшей размерности (агрегированной модели). Для
агрегировапня части урависипй дппампческой модели используется более
слабая форма условий совместности *, что монхст привести к появлению
ошибок в результатах, получаемых при расчетах на агрогпроваппой моде
ли. Однако этп ошибки компенсируются значительным выигрышем
ле операций, облегчением восприятия результатов расчетов,
можпостыо представить полученные па агрегированной модели результа
ты п терминах переменных исходной модели. Кроме того, последователь-
пое применоипе операции агрегирования позволяет построить многосту
пенчатую систему моделей, которые могут использоваться па различных
уровнях иерархической структуры управления.

1. ОПИСАНИЕ Исходной ДИИЛМПЧЕСКОП МОДЕЛИ
МЕНСОТРЛСЛЕВОГО БАЛАНСА

Простейший вариант динамической межотраслевой модели
собственио уравнения межотраслевого баланса, уравнения, связывающего
ипвестицпи п прирост производственных мощностей,  п соотношения, огра-
ппчивающего полный выпуск имеющимися на данный момент вромепп
производственными мощностями**. В матричной записи эта модель имеет

* Эта форма предложена в [12], где рассмотрено также аг]5егцроваш1с простей
шей дгшамлческой модели межотраслевого баланса. Настоящая статья является
развитием [12].

** Попятно пронзподствешгои леощностн, как оно определено в [13], «отпоепт-
ся к максимуму продукции, которую данная отрасль может произвести при полном
использоваппп факторов, связанных с основными фондами».
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ВИД
X{t) =AX{t) +l{t) +7(i),

lit) =B[Ut-hi)-Ut)], t = i, 2, ...-, (1)
X(t)<Ut),

П s(^)—соответствецыо /г-мерные векторы полного
выпуска, инвестиционных затрат, конечного спроса  п производственных
мощностей в году t\ А и В — матрицы порядка ?г коэффициентов прямых
материальных затрат и коэффициентов материальных затрат на расшире
ние производства. В этой ыоделп время строительства и освоения новых
мотцностеи равно одному году, а отсз^тствпе псремешюй, характсрпзую-

йсе.(т)

где ХЦ), lit), Yit)
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Pirc. 2. Коэффициенты приращения эф
фективной мощности строящихся пред-

пртгятпй

Рис. 1. Зависимость от времени сте
пени освоения задельиой .мощности

щей запасы готовой продукции, приводит к тому, что весь свободпый про
дукт используется для пнвестпцпй.

Более сложные варианты динамических межотраслевых моделей от
личаются тем, что позволяют учесть: а) наличие переходящих из года
в год запасов готовой продукции; б) больший, чем один год, период строи
тельства новых мощностей (строптельный лаг); в) постепениое наращп-

мощпостей вводимых объектов; г) возможность перестройки (кон
версии) производства для выпуска другого вида продукции; д) завпси-

от времени (учет технического прогресса).

вацпе

мость коэффпцпептов модели
Динамическая межотраслевая модель, прсдстав.чягощая собой одни из

моделп (1) II учитывающая все перечисленныевариантов усложпеппя
факторы, описана в [14]. Ниже дано матрпчпое описание модели,
чающейся от моделп, приведенной в [14], только способом учета зависи
мости коэффпцпептов модели от времепи.

а) Отказ от предположеипя, что весь конечный продукт используется
для пнвестпцпй и удовлстворешгя конечного спроса, приводит к появле
нию нового слагаемого в уравттепИи баланса

отлп-

Xit) =AXit) +Ht) + Г(0 +AZ(i-M).

Здесь Д^(^ "Ь 1) = 2(i + 1)—Yit), а Z(^) = ||z, (^) IK” вектор запасов в
году t, причем Zit) ^ 0, i — 1, 2,

б) Максимальное время строительства
всем протяжешш строительства и освоения эту новую мощность б^щем
называть задсльпой). Введем матрицы: Bix) = 11^и(т) |К”, т==1, 2, . .
где bijix)—коэффицпепт материальных затрат i-ro вида продукции
прирост единицы мощности в /-й отрасли на т-м шаге создания. Если для

мощности равно Тс (наповоп

на
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отрасли i время строительства новых мощностей Тсг  < Тс то коэффицпеп-
полагатотся равными нулю. Обозначим через

вектор мощностей, создание которых началось в году t,
тогда полные затраты па создание новых мощностей  в году t составят

ты bij{x) при Tci<t<Tc
0(0 =ll^>.a)il

’'с

idt) = y^B{x)m-x-^i). (2)

в) Процесс ввода в строй новых мощностей протекает следующим об
разом: при т = тг„( с начала создания вводится в строй первая очередь
объекта, а при т = Тр, его мощность достигает расчетной.

На рис. 1 изображен примерный график функции а,-(х), описывающей
зависимость от врсмепп степени освоения задсльпой мощности. Заменпм
производную от этой функции ступенчатой фуикцпсй, вводя коэффициен
ты Да;(т) приращения эффективной мощности строящихся предпрпятпж
в т-м году строительства (рпс. 2). Используя

T„ = minTu< II Tp = maxTpi,

прирост мощности в году t мо;кно выразить формулой

(3)А|с(^) = Аа(т)0(^“т + 1),
Та=Т,

где Аа(т) = i|6ijAai(t) i| щ = 1 — диагональная матрица,
г) Копверспя действующих мощностей вводится аналогично строитель

ству новых. Введем обозначения: — производственная мощность,
конвертируемая из отраслп i в отрасль ; в году t (в году t— 1 она продол
жает выпускать продукцию отрасли 0; p, (i) = |[|T,j(0 Ц JLi , i = 1, 2, . . . , тг —
векторы, задающие мощности, конвертируемые пз отраслп номера г;

\H{t)
U2 [t) — вектор размерности ?г^, задающий все конвертируемые

f
в году t мощности;

i(i) =

l-ln(0
макепмальпая продолжительность конверсии; Аао(т)  — коэффпцпепт

приращения эффективной мощности на т-м году перестройки предпрпятпя
с ^ыпуска продукции i-n отраслп па выпуск продукции /-п отраслп;
Да,(т) = Цб^-ьДао (т)1|^!аг={» t = l, 2,. . ., п — дпагональпые матрицы разме
ра п X п\ хц — мощность отраслп /, которая получается в результате кои-
всрспи сдпипцы мощности i-u отрасли; х,- = ||б,лХ,-,Из"-=1, i = l, —
дпагональпые матрицы размера nXn\ Да(т)х = ЦДо!(t)xi Да2(т)хз. ..
. . . Да„(т)х„|| матрица размера пХп^; 6.jh(T) — материальные затраты по
к-иу виду продукции на единицу конвертируемой мощности в т-м году
копверспи пз отрасли i в отрасль ;; Bi{x) = ||&ол(т) У Д-=1 — матрица раз
мера пХп, задающая удельные материальные затраты па конверсию пз
i-й отраслп; В{х) =1I5i(t) В^{х) . . .5„(т)[[ — матрица размера п X п^;

11. . .1 00.. . 0. . . 00. . . О
00. . . о 11. . .1. . .00. . .0

т,

— матрица размера пхп^-бп

00. . .о 00. . .0. . .11. . .1
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В соответствпп с этпмп обозначениями материальные затраты на кон
версию в году t составят

h (О = ̂  ("г) Г1 (^ - т + 1),
ил

т=1

а прирост могЦностей в году t в результате конверсии

Да(т)х!-1Сг —Т+ 1) —e„[-L(i). (5)
Т=1

Объединяя выписанные соотношения, получим динамическую межот
раслевую модель, описывающую развитие п перестройку промышленпостц

па коэффициенты моделибез учета влияния технического прогресса
7(4) +Д2(« + 1),X{t) =AX{t)+I(t)

Z{t+i) =Z(4)+AZ(i+l),

1) + jl(4 - T + 1)
/(0 = ^Я(т)6(4

— T +
1=11=1

p

1)+^ Aa(T)xfl(i-T+l)-e„|x(i), (6)(0 = ̂  Да(т)0(г —
Д T -i

1=11=1

(0 =i(^~l)+Ag(0

iX(0 >0,0(0 >0,
t = l, 2,. . . .

д) Изменение коэффициентов модели от времени определяется струк
турой отрасли. Каждая отрасль представляется как линейная комбинация
организационно-технологических способов. Для уже производящихся про
дуктов это осуществляется простым расширением матриц коэффициентов,
а для Еповь возникающих производств — с помощью создания фиктивных
отраслей, которые с самого начала учитываются в модели. Каждая от
расль, выделяемая в мея^отраслевом оалапсе, представляет собой совокуп
ность производственных процессов, выпускающих однородный продукт.
Однако такие показатели, как производительность труда, нормы расхода
сырья, среднегодовой износ оборудования, расход электроэнергии и т. д.
могут значительно различаться для разных предприятий. Таким образом,
отрасль, фигурирующая в межотраслевом балапсе, впутреппе не является
достаточно однородной. В самой этой отрас.ли можно выделить паиболее
передовые предприятля с высокими производственными показателями.
Разделение отрасли па отдельные группы по производствепиым показате
лям представляет собой один из методов выделения оргапизациопно-тех-
нологпческпх способов.

Пусть S = J, 2, . . 5— номер оргапизациопно-тохпологпчоского спосо
ба. Для каждого из этих способов построим описаппую выше модель, по-

коэффициепты верхним индексом s. Предполагается,

* у

мечая переменпые п
что модели, относящиеся к различпьг.м органпзациоппо-технологическим
способам, имеют одинаковую классификацию отраслей  в межотраслевом
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балансе. В с.лучае отсутствия производственных мощностей г-н отрасли в
модели s-ro организационно-технологического способа на всем протяже
нии планируемого периода эта отрасль формально вводится в модель с
нулевым значением производственпоп мощности (|j*  = 0).

Все организационно-технологические способы участвуют в выпуске
конечного продукта I{t) + У(0 +AZ(i-bl), причем конечная продукция,
произведенная одним способом, не отличается от копечпоп продукции лю
бого другого способа, т. е.

S=1

5=1

G учетом возможности лпнейпых комбпнацпп оргаппзацпоино-техноло-
гических способов (6) прпнпмает впд, который и будет принят за исход
ный при построенпп агрегированной модели,

^ Z" (г) = ̂  4-Х* (0 + f it) + Y(t) + AZ(t +1),

Z{t + i) =Z(t)+&Z(t+l),
s

r. S=1 T=1

Д5*(0= V AS'(T)0*(t-t + l)
Л I m‘

S^i

S
Ч-1),

S=1 1:=1

(7>
T=Th8

S  ■'и’’®

Ij [Xj (i - T + -1) enM'"" {i)
Г-—1 -:=1

fit) =
x^it) (0,

d^it) >0, >0, ZH)>0,X^{t)>0,
S,Г, 5 = 1, 2,. . t = i, 2,. . . .■ 5

В (7) разрешается конверспя мощностей не только из отрасли в от
расль, но я из одного организацпонно-технологпческого способа в другой.
Коэффициенты bijic (t), Дог/Мт)
соответственно материальные затраты, приращения эффективной мощно
сти, соотношения мощностей до и после конверсии п объемы мощностей,
относящихся к г-му органпзацпопно-техиологпческому способу, которые
конвертируются из отрасли i в ьгощпостп отрасли /, относящиеся к s-му
оргаппзациопно-техпологпческому способу. Конверспя i, г s соответ
ствует модерштзацпи мощностей i-il отрасли.

В модели (7) все соотношения, описывающие измепеппя мощностей
и ограипченпя по мощностям, выписаны отдельно для каждого оргапиза-
цпоппо-технологпческого способа s, s = l, 2,. . ., 5. Это позволяет учесть
изменения структуры отдельных отраслей и всей иромышленпостн в це-

п величины характеризуютrsX,-;
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ЛОМ с теченпем времени. В процессе перестройхш п развития промышлеи-
ностп мощности, относящиеся к устарелым оргаыизацпоиио-технологпче-
ским способам, модернизируются, а среди строящихся преобладают мощ
ности, относящиеся к наиболее совершенным и экопомичпым оргаиизацп-
онпо-технологическим способам.

2. АГРЕГИРОВАНИЕ ПРОСТЕЙШЕЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Агрегирование npocTenmeii; динамической модели межотраслевого ба
ланса (1) подробно рассмотрено в [12]. При агрегировашш этой модели
последнее соотношение, являющееся моделью пропзводственпых возмож
ностей, заменяется лппейной моделью, описанной в [15]. Новая
производственных возможностей мо?кет быть представлена набором
т {т < п) линейных огранпчепий пли в матричном впде

CX{t) <nU), f = 2,..

где С — прямоугольная матрица размера тХ?г; я (О /?г-мсриый вектор
агрегированных мощностей.

Каждое ограничение модели (8) описывает производственные возмож-
ностц одной техиологаческой отраслп. Как определено в [15], технологи
ческая отрасль представляет собой объедпнеппе производственных мощно
стей, специализирующееся в выпуске некоторого, только ему присущего
ассортпмепта продукции, причем, с одной стороны, это объединение
может быть разбито на части, выпускающие непересекающиеся ассортГГ-
менты продукции, а с другой стороны, производственные мощности,
входящие в объедппснпс, не могут выпускать ни один вид продукции ^
ассортмепта данного объедппегшя. Ненулевые элементы .-и строки ««1
ргщьГс уг^эымют на пропзводпмые г-н технологической отраслью
продукцюг поэтому если пзменпть нумерацию впдов продуьцпп так,
бы 5родукцпя с первыми померамп выпускалась нервен техпологпческогг

проду ( номерами-BTopoii п т. Д-, то матрицу с можно
Представить в впде пропзведеппя

модель
нз

(8)● 5

пе

ие
пз

кпды
Что-

OTpaCvTbio, со

(9)

пекотороп пеособелной диагональной матрпцы F порядка п п агрегпру
щей [7] матрицы С° размера тХп. Предполагается, что обе модели
пзводствепных возможностей согласованы, т. е.

пр
10-
о-

Cl{t) =я(0. (10)
т

Введем агрегированные переменпые размерностп

P{t) =CX{t), Ht) =DI{t) R{t)^ DY{t),

тюторые будем далее называть соответствеппо векторами агрегпроваиного
выпуехха, агрегированных ипвсстпцпы и агрегированного конечно

го спроса в году t, и выпишем агрегированпый аналог простейшей дпиа-
мпческой модели в этих переменных

полного

P(t)=^QP{t)+J(t)-bR{t),
J{t) ==Я[я(^ + 1) -я(0], ^ = 1, 2,.. (И)

P{t)<n(t).

Последнее соотношение (11) представляет собой модель (8), поэтому
для построенпя агрегированной модели нужно наитп агрегированные ана
логи Q и Л размерности т для матриц Л п Я. Для вычисления матрицы Q
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можно воспользоваться аппаратом бпматрпчного агрегирования, разрабо
танным в [10] для статического уравпеппя межотраслевого баланса.
Бпматричпое агрегирование основано па пспользовашш условия совмест
ности

(12){E-Q)C = D{E-A),

рассматриваемого как матричное уравпеппе относительно Е—Q. Если
матрица D вычислена из условия разрешпмостп уравнения (12), то реше
ние имеет вид: Е — Q = D{E — А)С'^, где — ?г X — матрица, псевдо-
обратпая [16] для С. Биматрпчное агрегирование позволяет осуществить
обратный переход от решения, полученного пз агрегированного статиче
ского уравнения, к точному решению исходного статического уравнения

X{i) = [E-wW^{E-A)]C^P{t) -VwW^{I{t) + (13)

Здесь 16'— правая матрица скелетного разложения матрицы Е — С'^С\
W^‘ — матрица, задающая частное решение уравнеппя, образованного из
условия разрешпмостп (более подробно о вычислении матрицы W° см.
[10]).

Для вычпсленпя матрицы Н пельзя воспользоваться биматрпчным аг
регпрованием, потому что обе матрицы, задающие связь между исходными
и агрегированными переменными, уже зафиксированы:  D пз условия Р^^-
решимостп уравпспия (12), а С пз условия согласовапностп (10). В [12]
введено понятие условия совместности на подпространстве

(14)ПСА DBA.

(14) соответствует выполиеппю обычного условия совместности
пространстве La, в которое отображает все пространство L„ вырожденный
.линейный оператор, задаваемый матрицей А.

Для того чтобы воспользоваться условпямп совместности на подпрост
ранстве La при построенпп системы агрегирования для второго уравиенпя
модели (1), наложим на переменную |(0 условие неизменности струк
туры внутри техпологпческпх отраслей. Оператор Л, который отображает

с неизменной внутри техпологпческпх отраслей

на под-

L в подпространство
структурой, задается матрицей

(15)Л=

II я — соответствеппо производственные и агрегированные мощностигде
в пачальпый момент времени, я = С^\ С° — агрегирующая матрица
произведения (9), а крышка обозначает диагональную матрицу, образо
вапиую от соответствующего вектора.

Теорема 1. Если

пз

(16)

то система агрегирования

(j+l)_jt(f)=C[^i+l)-E(i)],

/(г) J{t) =H[7i{t+i) -я(0]

я

для исходного уравнения
lit) =5[|(f+l) -1(0]

является совместной на подпространстве La.
Доказательство. Перепишем условпе совместпостп этой системы

агрегирования па подпространстве La (см. (14)), используя (15) и (16)j
DBA^ = DBA. Покажем, что = Л. По определению вектора п:л = С1,

5  Экономика II математвческпе методы, >й 1
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следовательно, я = С^(С®)'. Используя это соотношенпе, преобразуем вы
ражение для

Л2 - С {л~ю^1у С = С^-^с%у с1 {С^ул-Ю - (л~^С%У п-^С = А.
Теорема доказана.

Для систем агрегароваппя, удовлетворяющих условию типа (14), мож
но осуществить дезагрегирование результатов расчетов в то подпростран
ство переменных, на котором выполнено обычное yCvioBiie совместпостп

(^+1) it) = -я(0]. (17)

Дезагрегированные пнвестицпи вычисляются из соотпошепий исход
ной модели (1). Доказательство того, что ^^[|(^+1)—1(^) ] =
= я(^+1)—я(^) выполняется аналогично доказательству предыдущей:
теоремы

С (я-‘С®|)' = С1 (С®) 'я-‘ = яя

Агрегированная динамическая модель (11) позволяет выполнять расче
ты и получать дезагрегированные результаты с ошибкой только в «тонкой
структуре» производственных мощностей внутри технологических от
раслей. Баланс между дезагрегированными отраслями  - выполняется при
этом точно.

-1

3. АГРЕГИРОВАННАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
С УЧЕТОМ ЗАПАСОВ, СТРОИТЕЛЬНОГО ЛАГА И КОНВЕРСИИ

В силу линейности оператора, связывающего конечные выпуски в ис
ходной II агрегированной моделях, в уравнение баланса модели (11) моя\-
но включить еще один член: AQ(i+ 1) =Z)AZ(£+ 1), который характери-
●зует изменение уровня агрегированных запасов й(£) = 11о),(£) "

AQ(£+1) =Q(£+1) —Q(£).

Таким образом, учет переходящих из года в год запасов в агрегирован
ной модели не отличается от учета запасов в исходной модели. Однако
чтобы условие неотрицательности агрегированных запасов имело смысл,
необходимо исключить произвол в определении матрицы D. Как следует-
из [10], матрица D моя^ет быть вычислена с точностью до умноя{еп11я на
произвольную неособенную матрицу d порядка т. Будем вычислять мат
рицу d из условия максимальной близости D к матрице в смысле мат
ричной нормы

[D'D} d,/.IIZ>IP = tr (18)

в [17] показано, что ыаилучшпм приближенным решением уравпопия
dD° = в смысле матричной нормы (18) является

d = C\D^y.
Заметим, что такая конкретизация матрицы D (Z) = C'°(Z)°)‘^D*’) даже

в том случае, когда D = С° не позволяет сделать вывод о полной адекват
ности условий Z{t) > о и Q(£) >0. Однако при отсутствии дополнитель
ной информации о связях менщу компопептами вектора Z{t) замена усло
вия неотрицательности компонент вектора Z{t) условием иеотрицатель-
пости сумм этих компонент по т пепересекающимся подмножествам ин
дексов при линейном агрегировании наиболее естественна.

(19)

●i
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Обозпачпм через р(0 =С0(О 7?г-мериый вектор агрегированных ыощ-
nocTeii, создание которых началось в году t. Прп построенпн системы аг
регирования для уравнения (2) затрат на строительство но-вых мощностей
оказываются заранее зафиксированными обе матрицы агрегирования, по
этому здесь, как и в случае простейшей модели, следует воспользоваться
условиями совместности иа подпространстве Ьл. . Пусть вектор 6 задает
структуру задольных мощностей внутри технологических отраслей, а р =
= С0, тогда, применяя теорему 1 к каящому члену суммы в уравненпп (2),
можно сделать вывод о том, что при Я(т) =Z)5(t) (р-’С^б)', т = 1, 2,.. .
. . ., Тс, система агрегирования

р(0 =С0(г), /с (О =Dh{t).

Л(г) = £л'(т)р(г-т + 1)
т=1

ДЛЯ исходного уравнения (2) является совместной на подпространстве L
которое задается оператором Л с Л = (р“'С’0) 'С.

Наложенное на вектор задельпых мощностей 0(0 условие неизменно
сти структуры внутри технологических отраслей позволяет воспользовать
ся условием совместности системы агрегирования па подпространстве La
п для пахождеиия диагональных порядка т матриц Др(т), т = т
"fit т" 1,. . ., Тр, которые задают коэффициенты приращения агрегирован
ных мощностей Длс(0 па различных годах освоения агрегированных
задельных мощностей р(0- Проводя рассуждепия, аналогичные доказа
тельству теоремы 1, можно доказать, что матрицы Др(т), т = Тп,
Тп + J. . . . , Тр, совместной на подпространстве La системы агрегирования

pit) =CQ{t),
ДлЛО =С'Д1с(0,

л»

и»

(0^ J^Ap(T)p(i-T + l)ДЯс

ts»t,

для исходного уравнения (3) вычисляются по формулам

Др(т) =СДа(т) (р-'С"©)', т

Конверсия агрегированных мопщостсй вводится в модель аналогично
строительству новых. Однако для агрегироваппя вектора конвертируемых
мощностей ц(0 размера иеобходпмо ввести матрицу С размера
которая составлена из матриц С, расположенных в таком те порядке, как
ненулевые элементы в С

Тп + 1, . . . , Тр.— Тп,

СС. . . с 00 . . . о . . . 00 . . . о
00 . . . о СС . . . С . . . 00 . . . ос =
00 . . . о 00 . . . о . . . сс . . . с

Матрица С, как н С, может быть представ.лепа в виде произведения

С = C°F

матрицы С° размера X образованной из матриц С°, расположенных

(20)

5*
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-\5. ттрищл F порядка п-

F 0. . .0

О  i^. - .O
F  =

О  0. . .i^|

Обозначим через 0(0= СГ^ (О ^тг^-мериьш вектор конвертируемых
году t агрегированных мощностей. Вектор а (О, ьак  н р.(0, образован

вектор^ 0.(0 размерности Щ, задающих агреыфовапные мощности .-ц
технологической отрасли, копвертнруемые в году t.

Выпишем систему агрегирования для уравнения затрат на конверсию

в
из

т

(4)

4(0=^ //(T:)0(i-T + 1). (21)Л(0 = W:(0,0(О = С|Х(О
Т=1

Обе матрицы |“Гл«кёГогрГи“на°’охруктур^
строения соБМестноп /„руктура объемов конверспп мощвдсте^й
вектора |.t(0- Предполо/ким, отрасли, в мощностп, принантго’
принадлежащих одной техноло фиксирована. Обозначим^дерез
жащие другой °т“да все векторы конвертпруомь™^^

V!W, ™:ощ7е T?C"cfpyIry?y внутри технологидескцд отрас“^
быть представлены в виде

Для гго-

f-t

вектор
постей
могут

-матрица из
где % 6 Ь^- — лроизвольный вектор;

""^^и^диоложенип неизменности вектора Д(0 внутри
отраслей для построения системы агрегирования (21)
ваться условпямп совместности на подпространство La. То.чько в качост
вс Л здесь нужпо выбрать оператор, задаваемы!! матрицей

произведо

тсхпологпчсскпх
можно воспользо

-

-

л= (p-'CVO'C'. (22)
Теорема 2. Если

Н{х) ^DB{x){^-'C%y, т = 1, 2,. . . , тк?

агрегирования (21) для исходного уравнения (4) совместна на¬го система
подпространстве La.

Доказательство утверждения теоремы сводится к доказательству сов
местности на подпространстве La систем агрегирования для каждого члена
суммы по т, т. е. для исходных уравнении

4г(0 =й?(т)ц(^ —г +1)*, т — 1, 2,. . ., Тк

ц систем агрегирования
0(О=Сц(г).

Лт (^) = {t), т = 1, 2,..., т
4^i) =н{т)о{г — х+1),

1<5

что может быть выполнепо апалогичио доказательству теоремы 1,

* Через Inx{t) здесь обозпапеп вектор материалыгы.х: затрат в t-ы году па кон
версию мощностей, которая была начата в г — т -f- 1-м году.



МЕТОД линейного агрегирования моделей Й1ЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА 69'

Используя 01’раиичсш1я, иаложоииыо на иамоионис вектора конверти
руемых мощностей ix(t)i постропм для уравнения (5) прироста производ
ственных мощностей в результате копверепп систему агрегирования

o{t) = Cfl(i) Ал„(0 =CAsh(0,
(23)

(i) = ^Ap(T)iia(i-T + 1) - yo(i)Ая,
»=!

совместную па подпространстве которое задается оператором Л с мат
рицей (22). Легко видеть, что матрицы у и Ар(т)т1, т = 1, 2,. .., Тк, совме
стной на подпространстве La системы агрегироваппя^ (23) для исходного
уравнения (5) задаются формулами у = Cen(v“‘C®jl)‘^, Ар(т)т) =
= С’АоС^(У“‘С'^Й', т = 1, 2,. . ., т,... Таким образом, для всех уравнений
модели (6), не учитывающей влияние технического прогресса, построены
агрегированные аналоги п паидепы матрицы коэффициентов соответст
вующей агрегиролаитюй модели. Как с.ледует пз соотношений, задающих
матрицы агрегироваииой модели, матрицы Q, Н(х) п Ар(т) имеют разме
ры тп.Хт, а матрицы Я(т), у и А[3(т)т) имеют размеры тХт^.

Объединяя уравпеппя агрегированной модели, получим динамическую
модель, описывающую баланс, развитие п перестройку т технологических
отраслей промышленности,

I

P(t) =QP{t) +J{t) +Ж0 +AQ(i+l),
=Q{t) +AQ(i+l),

J{t) = ̂  Я(-с) p (f — T + 1) + ^ Я (т)а (i — T + 1),
T=11

p

1) + ^A li (t) 11Й (i - t + 1) - уй it), (24)Ая(0= ^Ap(t)p(i
Te=lTet

я(0 = Л (i —-1) + Ал(0,
P{t) < л(0,

p{t)>0. o{t) ^ 0, Q{t)>0,P(t)>0,
i = 1, 2, . . . .

Условия пеотрицательпостп агрегированного полпого выпуска P{t),
агрегированных задельиых мощностей p{t) п агрегированных конверти
руемых мощностей d(t) получаются из соответствующих условий, пало-
жеппых на перемепньте исходно!! модели (G), и исотрпцательиостп мат
риц С и С.

В заключение настоящего раздела приведем сводку формул, связы
вающих переменные и коэффицпепты исходно!! и агрегированной моделей

Pit) =CX(t), pit) =C0(i), nit) =Clit),
Jit) =DIit), Rit) =DYit), Qit) =LZ(t),

Й (0 = Cp it), D = LJK-r, - Г,*, (25)

* Формула ВЫЧПСЛСППЯ матрицы D взята из [10], где оппсапы п процедуры
вычпелепия матриц Т7=", Ti п Тг.
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E — Q = D{E~A)C-^,

ДР (т) = СДа (т) Н (т) = DB (т) {у-^С'^У,

Др (т) т] = СДа (т) и (v“^CV)% V =

На рис. 3 показана связь между переменнылш исходной ы агрегиро
ванной динамических моделей, учитывающих: переходящие из года в год
запасы готовой продукщш; многолетний период строптельства новых
мощностей; постепенное наращивание производственной мощности вво
димых объектов; перестройки производства для выпуска другого вида
продукции, которые продолжаются от одного до ыесколы-aix лет.

4. УЧЕТ ТЕХНИЧЕСКОГО ПРОГРЕССА И ПОСТРОЕНИЕ
целевой функции

Я(т) =DB{x){p-'C°QY,

Изменение коэффициентов модели (24) вследствие технического про-
агрегпроваипой модели так же, как это было сдела-

то же число S организационно
гресса учитывается в
но в исходной (7). Рассматривается
нологпческих способов. Для каждого способа строится агрегированна.!.
модель вида (24), переменные и коэффициенты^ которой помечаются
верхним индексом s, 5 = 1, 2,. . ., S. Сложность ооъединения этих моде
лей заключается в том, что матрицы Я* оказываются различными
разных организационно-технологических с°осооов, поэтому единицы
меренпя агрегированного конечного продукта |
меняются при переходе от одного способа ^ ‘ ’ Учитывая

D ' выполненную с целью введепия в агрегцпп.
неотрицатольиостн агрегированных запасов,

А  агрегированного конечного продух.
моделей, задаются соотпошециямц * ’

-тех-
я

для
пз-

конкретпзацшо матриц
ванную модель условия
но считать, что отдельные

всей совокупности
части

выпускаемого во S
S

s^i
s=i

S

дд(^) = £да-(«).
Итак агрегироваппая динамическая модель, в liOTopou учитывается

влияние техническою прогресса па коофф1Щ110иты, имеет вид

^ (t) = (0 + У (0 + й (0 + AQ (I 4-1)

Q(i+1) =^(0+A^(^ + l),
S

1) + ^ ̂  - Т + 1)— т +

S=1

т*
S

1 1 Г=1 T=i
(26)

т*
р

Ал'(0= ^ ДрЧт)рЧ^-'С+ 1)4-

* При этом предполагается, что разбиепие производственных мощностей по тех-
пологическим отраслям не зависит от номера оргаоизацпопно-технологического спо
соба, т. е. С®* = С'®'’ для всех г, s = 1, 2, . . .,
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rs
иS

(t-T+l)-7"0"(«) ,rs=.rsа
1=1 1=1

л'’(0 =лЧ^— 1) + АяЧО,
P^(t) <Я*(0,

Q(t)^0,гчо >0,рЧО>0,РЧО ^0,
7-,s = 1,...,5, i = l,2

Все коэффициенты модели (26) , за исключением матриц v*" и
Ар^Чт)т1''% т = 1, 2, ■ ■ .,%/% г, S = 1,2,. ..,5, могут быть найдены по (25).

Д(5'‘Чт)г1’'“, описывающие конверсию не только между тех-Матрицы 7*’" п

Gh I.
ft)

4
й

-Ш о
Л'т’г;

ссD СDС

ШЛЩ SIB:§iE-f) тт mt)Ш) оо

о
■i)fт.

Рпс. 3. Связь между переменными моделей (6) п
(24) (агрегпрованпе)

лолопнюскимн отраслями, но п между органпзацпонно-техпологпческимц
способами, вычисляются по формулам

y*^ = C^e„[(v'"‘)"‘C“|X*4',
ДР”(т)11'-'= С^Да’-Чт)у/ЧЧ^”)''С"Ц^Ч'
т = 1, 2, . . ., Тк’'% г, S = 1, 2,. . . , 5.

В том случае, если агрегированная модель строится для решения задач
оптнмизацпп, возникает проблема построения функционала, выраженного
в переменных агрегироваппой модели. Выделим три ситуации, в которых
проблема построения агрегпроваипого функционала решается по-разному.

А. Формализация крнтерпя оптимальностп в виде функционала выпол
нена как в терминах переменных исходной модели, так и в терминах пе
ременных агрегированной модели. Оба функционала могут приводить к от
личающимся оптимальным решениям, каждое из которых тем не менее
приемлемо.

Б. Формализация критерия оптпмальпостп выполнена  с самого начала
в некоторых агрегированных по отношению к переменным исходной мо
дели показателях, или форма представления функционала в переменных
ИСХОДНО!! модели легко допускает замену исходных переменных агрегиро-
ван!1Ь!мп. Вся проблема заключается в том, чтобы построить агрегирован
ную модель в тех же переменных, в которых выражен функционал.

1

>

\I
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В. Формализация критерия оптимальности в виде функционала выпол
нена только в переменных исходной г-шогомерпой модели. Если псклгочпть
ситуацию Б, когда замена исходных переменных агрегированными очевпд-

здесь встают довольно сложные задачи выбора формы агрегированного
функционала, псследоваппя блпзостп оптимальных решений, получаемых
с пспользоваипем агрегированной модели, к оптимальным решениям, по
лучаемым на исходной модели, и, наконец, задача оценки допустимости
замены исходных оптимальных решении — решениями, получаемыми на
агрегированной модели с использованием агрегпрованпого функционала.

Рассмотрим более подробно ситуации А, Б и В па примере задачи
хождения такого плана, при котором часть Y{t) конечного продукта, рас-
ходуемая на непроизводственное потребление (па удовлетворение конеч
ного спроса), оказывается в определенном смысле близкой к задашюй по
требности Y{t) ^0, t = i, 2,. .. ,Т*. Для этого nonOviHirM соотношения ис
ходной и агрегированной модели соответственно неравенствами F(i) ^ 0'
II R(t) ^0 н введем обозначения: j/jit)
торов Y(i) II F(0; r,(i)
rrii — множество индексов видов продукции, выпускаемых г-ы технологиче
ской отраслью.

В ситуации А примерами формалнзацип критерия оптимальности
служить следующие функционалы для задач мпнимизащш: Oi(y(l),
У(2),. .., Y(T)) =тах / yj{t)) в терминах переменных исходной

модели п Ф2(Л(1), /г(2), .. .,й(Т)) = шах (г;(г)/r.(i)) в агрегированных
i,t

переменных. Относительно этих фзшкцнопалов должно быть
их минимальные значения достигаются на искомых решениях первона
чально поставлеипоп задачи.

В ситуацпп Б формализация критерия оптимальности могла быть вы
полнена в виде задачи минимизации функционала Фг, или функционал

переменных исходной модели имел вид: Фз(У(1), У (2), . . ., F(i)) =
== max

на,

na¬

il yj (О ~ компоненты век-
н г,(0 — компоненты векторов B{t) п Л(0;

МОГ.'ГИ

hi

пзвестио, ЧТО

в

ЧТО соответствует учету лишь валовых
ft£m.

объемов конечного спроса по технологическим отраслям.
Функционал Фз при выполпении замены переменных H(t) =C°Y(i)^

i = 1, 2, .. . , У, легко преобразуется к виду Фз, поэтому проблема сводится^
например, к построению агрегированной моделп вида (26) с матрицами
S = 1, 2, .. . , Sy максимально приближающимися к .матрице С°.

Пусть в ситуации В формализация критерия оптимальности выполпоиа
виде задачи мппимпзацип функционала Ф1, оптимальное решение кото

рой отличается от решения, получающегося при использоваипи Фз. В ка
честве агрогированного функциопала здесь тем не менее можно выбрать
Фг, оцепив предварительно ошибку в решении, получаемом прп использо
вании агрегированного функционала и агрегированной модели. Эту ошибку
можно оцепить, проводя тестовые расчеты небольшой
временно па исходной и агрегпроваппой моделях. Если

в

размерности одио-
тестовые расчеты

пе дают уверепиостп в приемлемости выбраипого агрегпрованпого ф)унк-
цпонала, необходимы измепение формы функционала илп даже коррекция
выбора переменных агрегпроваппой модели.

* ^ — продолячительпость плаппруемого проьгежутка времени.
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5. ДЕЗАГРЕГИРОВАНИЕ

Переход от решения, полученного с пспользованпем агрегированной
модели, к решению в переменных пеходпон модели — дезагрегирование—
выполняется в тех случаях, когда перемепиые дезагрегированного реше
ния не имеют прямой связи с принятыми экономическими показателями,
когда необходима дальысншая детализация решоппп плн возипкает необ
ходимость сопоставления результатов расчетов па агрегированной моделп
с результатами, получаемыми па исходной моделп.

При построепии агрегпроваппоп моделп для простейшего варианта дп-
памической модели лгежотраслевого баланса были выписаны формулы дез
агрегирования. Формулы дезагрегирования решеппн, получаемых па более
сложных агрегироваппых моделях (24) п (26), строятся на тех же прин
ципах, которые были использованы в простейшей модели.

Для упрощения рассуждений рассмотрим дезагрегирование решенпн,
получаемых па модели (24) *. Формулы дезагрегирования заделъных п
конвертируемых лющпостей выписываются п доказываются апалогпчно
формуле дезагрегирования приращения пропзводствеппых мощностей (17)

(i(i) = (v-*C'’i:t)"a(0.

Дезагрегированные инвестиции и приращения производственных мощно
стей вычисляются пз соотношений исходной модели (6)

l)+y^^g(T)p(f-T + l),
Т=1

'к

1) + Да(т)и р. (£ — т + 1) — e„|X(i)

/(O=^S(T)0(i
T=1

(0= ^ Aa(x)0(i

— т + '

Д
т=т

Для дезагрегирования полного выпуска можно воспользоваться форму
лой (13)

X{t) = [Е - wW'4E — A)]C+P{t) + wW^Uit) + Y{t) +AZ(i Ч- 1)].

Однако здесь остаются неизвестными дезагрегированные векторы конечно
го спроса F(i) п приращения запасов AZ(i + 1).

Прп некоторых вариантах использования динамических моделей
тор конечпого спроса Y (t) может быть известен заранее (например, в пмп-
тациопных моделях 7(0 =7(0)- В случае оптпмпзацпошюй постановки
задачи дезагрегирование конечного спроса осуществляется отдельно. Фор
мулы дезагрегирования копечного спроса зависят от использованного в за
даче функционала. Если прп построепии агрегированной моделп (24) уда
лось достаточно точно вьшолннть условие D = С°, то для функционалов
Ф), Фо, Фз формулы дезагрегирования конечного спроса имеют вид

век-

7(0 = [(Ж0)-’С"7(0]^ R{t), t=U 2,. . .,Г.

Предполагается, что при решении задачи оптпмизацип удалось получить
неотрицательное значение функционала, т. е. дезагрегированный вектор
7 (i) неотрицателен.

* Фop^гyлы дезагрегирования для модели (26), как  и формулы вычисления ко
эффициентов этой модели, получаются в результате соответствующе! ! расстановки
индексов оргапизацпоппо-техпологпческих способов.
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Дезагрегпрованные прпращешгя запасов AZ{t+ i) поскольку их
структура не задана, будем вычислять по формулам,  в которых структура
задается векторами копечпоп продукции

AZ{t+ i) = [{G{t))-'C%{t)YAQ{t + 1), t = l,

где G(t) =/(t) +R(t), t{t) =^I{t) + Y{t).
Схема вычисления дезагрегированных переменных показана па рпс. 4.
Для дезагрегированных переменных выполнено неравенство модели

возможностей (8), которое по предположению эквива-производствепных
-лентно неравенству X{t) задаюп1;ему производственные возможно¬
сти в исходной динамической модели (6).

{Нш.

моделей (6) н
на пунктирныхРпс. 4. Связь между перемеппьшп

(24) (дезагрегироваппе). бедующих дезагре-
стрелках означают —Л)]С+;
гпрующпх операторов: а

Условия пеотрицательыостн д^^^^
выполняются в силу псотрнцательностп д агрегипо^ип^..

(Р-С;0)^ п соответствующих у—
ры р(г) и о(г). Условия иеотрицат . пределах точности, обесиочпвае’
как оыло отмечено выше, выполняются .^дт^ат применеппгг ж
мой расчетам,, на агрегировапнои
дезагрегирования для хЬ), давая точное решеппо падл щ статического
межотраслевого баланса, эквивалентен умножению вектора коночного

1) на неотрицательную матрицу полных

дезагрегированный вектор конечного выпуска I{t) +
+ У(0 -\-AZ{t-\-i) неотрицателен, если знаки компонент вектора агреги
рованного конечного выпуска J(t) ^^(0 "Ь AQ{^ + 1) совпадают

=J{t) R{t). Действительно,
^[{G{t))-'C%{t)y{J{t)+R{t)), поэтому дезагрегированный вектор

● Такое задание дезагрегированных приращепип запасов имеет смысл лишь
при не очень сильных измепеииях вектора I{t) -f- Y{L) от года к году.

вы¬

пуска /(г) -f 7(i) Ч- AZ{t
трат (£_А)-\

Покажем, что

за-

со знака-
I{t) + Y{t) -ми вектора

ко-
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ыечпого выпуска

7(0 +Y{t)+^Z{t+^) =^[{G{t))-^C%{t)Y (7(0 +R{t) +AQ(i+l)).

Осталось показать, что С(0 =7(0 + У(0 —неотрпцательньш_ вектор.
Дезагрегированные пивестицпп 7(0^0, так как

имитационных моделях п У(0 ^
если Ф ^ о, в случае оптпмизацпопной постановки задачи.

Случаи, когда какая-либо пз компонент вектора 7(0+T?(0+AQ(i+l)
имеет знак, отлпчпьш от знака соответствующей компоненты вектора
7(0 +7?(0, соответствует тому, что агрегированные ппвестпцпопные  по
требности н конечный спрос по какой-либо техпологпческоп отрасли целп-

5(т)^0, 5(т)^0,
0(0 >0, ri(0 ^0, а Y(t) =V(t) ^0

ком удовлетворяются за счет имеющпхся запасов готовой продукции, а все
наличные мощности данной технолотческотг отрасли либо простапвают,
либо обеспечивают только текущие межотраслевые поставки. Таким обра
зом, дезагрегироваппый вектор полного выпуска X(t) неотрпцателен, за
исключением случаев выделения технологических отраслей, почтп полно
стью работающих па удовлетворение текущих межотраслевых поставок.

В заключение рассмотрим вопрос о точности, обеспечиваемой расчета
ми на агрегированных моделях (11), (24) п (26). Здесь нельзя указать
точные оценки ошибок, так как замена (1), (6) и (7) агрегированными мо
делями эквивалентна наложению определеипых условий н ограничений
па области изменения переменных псходпых моделей*. Так, например,
для (24) дезагрегированные переменные 9(0 и fi(t) принадлежат соот
ветствующим подпространствам Ад, структура векторов дезагрегированно
го конечного спроса Y(t), г == 1, 2, . . . , Г, совпадает внутри технологиче
ских отраслей со структурой векторов заданного конечного спроса У(0^
t = 1, 2, . .., Т, а структура векторов дезагрегпроваппых прпращенпй запа-

AZ(i+l), i = U 2, . . ., Т, определяется вектором 7(i)“^y(0i
i = i, 2, . .., Т.

Ошпбка в дезагрегированном решении зависит от расстояния между
точным решением, получаемым па исходной модели, п более узкой обла
стью дезагрегированных решений. Наибольшая точность расчетов на агре
гированных моделях (11), (24) п (26) достигается тогда, когда решения,
получаемые па исходных моделях (1), (q) jj прпнад.чежат области
дезагрегированных решсшйг. Поэтому для повышеппя точности, обеспечи
ваемой расчетами па агрегированных моделях, при их построении необхо
димо стремиться либо к расширению области дезагрегированных решений,
либо, если имеется априорная информация, суживающая область точных
решений, к возможно более полному совпадению области дезагрегирован
ных решений II суженной области точных рошеппй

Расширеппе области дезагрегированных решений может быть достиг
нуто в свою очередь либо увеличением размерности агрегпрованпоп моде
ли, либо разработке!! более сложного аппарата для вычисления коэффи
циентов агрогироваилои модели. Примером расширения области дезагре
гированных решений за счет усложпеиия процедур вычисления матриц
агрегированной модели может служить биматричиоо агрегпропшшо [10],
где область дезагрегированных решенпй совпадает с областью решений,
получаемых на исходной модели. Однако число арифметических операций,
необходимых для вычисления агрегированной матрицы коэффициентов
прямых материальных затрат, приближается при бпматрпчном агрегиро
вании к числу операций обращения матрицы коэффициентов затрат-вы-
пуска.

сов

* Это свойство присуще Д1)угцм агрегированным моделям (см., например.
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Р1так, рассмотрен математпческпн аппарат построоппя агроглроваппых
дппамппескпх моделей межотраслевого баланса. Использоваппе таких мо
делей впоспт некоторую ошибку в решеппе, по этот недостаток окупается,
во-первых, большей наглядностью агрегированных люделей п агрегиро
ванных решений, потому что по многомерным лгоделям, содержащим слиш
ком деталпзпрованпуго информацию, гораздо труднее принплгать обосно
ванные решеппя.. Во-вторых, агрегаровапиые лгоделп могут служпть пп-
струмеитойг для приближенных численных расчетов, когда за короткое
время необходимо рассчитать несколько различных вариантов развптпя
экономической системы и лишь после получепия приейглемого производить
его уточпепие на деталпзпроваппой модели. В-третьих, агрегпроваппые мо
дели позволяют уточнить структуру уже построенных макройгоделей и
установить их связь с более подробными дшделяйш (йткромоделями) Toir
же самой эконойшческоп системы.

Разработанный йгатематическпй аппарат может быть использован при
построешш агрегированных аналогов и для других линейных дппайгпче-
скпх моделей, описывающих развитие и перестройку промышленности.
Необходимым условием для этого является наличие линейной модели
меньшей размерности, эквивалентно!! соотношениям, задающим производ
ственные возможности в исходной модели.

ЛИТЕРАТУРА

i. М. riatanaka. Note on Consolidation Within a Loonlicf System. Economctrica
1951’, V. 20, N 2.

2. E. Malinvaud. Aggregation Problems in Input-Oiitpnt Models. В сб. The Struc
tural Interdependence of the Economy. N. Y. Wiley, 1951.

3. .T. B. Balderston, T. M. Whitin. Aggregation in the Input-Output Model.
В сб. Economic Activity Analysis. N. Y. Wiley, 1954.

4. J. C. H. F e i. A Fundamental Theorem for tho Aggregation Problem of Input-Output
Analysis. Econometrica, 1956, v. 24, N A.

5. H. T h e i 1. Linear Aggregation in Input-Output Analysis. Econometrica, 1957, v. 25,
N 1.

G. A. Ghosh. Input-Output Analisis with Substantially Independent Groups of Indu
stries. Econometrica, 1960, v. 28, N 1.

7. M. M о г i s h i m a, F. Seton. Aggregation in Leonlicf Matrices and the Labor
Theory of Value. Econometrica, 1961, v. 29, N 2.

8. 10. C. A p X a II г e л ь с к и ir. Определение ошибки агрегироваппя в межотраслевом
балансе. Экономика Сов. Украппы, 1966, № 7.

9. В. В. К о с с о в. Тео]шя агрептроваиия и выбор помепклатуры межотраслевого
баланса. В сб. Оптимальное планирование и совершенствование управления на
водным хозяйством. М., «Наука», 1909.

10. В. Л. В е п, А. И. Эрлих. Некоторые вопросы агрегирования лпнейпых моделей.
Изв. АН СССР. Техп. кибернетика, 1970, № 5.

11. W. D. Fisher. Clustering and Aggregation in Economics. Baltimore. The Johns
Hopkins Press, 1969.

12. B. Л. В e H. Агрегирование дппампческон модели межотраслевого балапса. 5К.
выниелпт. матем. и матем. физики, 1971, т. ) I, № 6.

13. Р. Стоун. Метод затраты — выпуск н национальные счета. М.,1966.

14. Ю. П. Ив ап НЛО в, Л. А, Петров. Днпамическая модель расширения тт пере
стройки производства (зх-модель). В сб. Кибернетику на службу коммунизму. Т.
6. М., «Энергия», 1971.

15. В. Л. В о II, А. И. Эрлпх. Линейная модель производственпых возможностс!! про-
мышлешюстп. В сб. Программны!! метод управления. Вып. 1. М., 1971 (ВЦ Alf

16. R. Penrose. A Generalized Inverse for Matrices. Proc. Cambrige Philos.
1955, V. 51, N 3.

17. Ф. P. Г a и T M a X c p. Теория матриц. М„

«Статистика»,

Soc.,

«Наука», 1967.

Поступила в редакцию
10 XI 1971


	Economy_1973_1_ 62
	Economy_1973_1_ 63
	Economy_1973_1_ 64
	Economy_1973_1_ 65
	Economy_1973_1_ 66
	Economy_1973_1_ 67
	Economy_1973_1_ 68
	Economy_1973_1_ 69
	Economy_1973_1_ 70
	Economy_1973_1_ 71
	Economy_1973_1_ 72
	Economy_1973_1_ 73
	Economy_1973_1_ 74
	Economy_1973_1_ 75
	Economy_1973_1_ 76
	Economy_1973_1_ 77
	Economy_1973_1_ 78
	Economy_1973_1_ 79

