
Х973
T05I IX, вып. X

э к о п о :ii и к А
и М А Т Е Л1 л Т и Ч Е с к и Е М Е Т ОД Ы

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММ НЕОВАННЕ
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( Моспаа)

Плановые расчеты по своей природе имеют стохастически!! характер,
так как исходные параметры задачи подвергаются постоянному воздейст
вию случайных факторов, которые не учитываются и часто пе могут быть

экономпко-математпческпх моделях. Б результатеприняты во внимание в
этого выходная величина модели прпыимает ие одппственное значенпе^ ппа
лежит в некоторой «зоне неопределенности», ширина KOTopoii характери
зуется погрешностью исходных данных и внутренней структурой матема
тической модели. Недоучет этого явления в плановой работе часто приво
дит к необходимости осуш;ествле1111я трудоемких поисков оптимального ре
шения в зоне неопределенности, что не имеет смысла, плп к полному отрп
цапшо результатов оптимизации, а отсюда и целесообразности применения
экономико-математических методов. Последнее создаст предпосылки для
появления неформальных (пли так называемых административных) мето
дов управления. Необходимость учета пеопределенности исходно!! инфор
мации при принятии решений возрастает при увеличептш периода плани
рования, ускорении темпов научно-технического прогресса, постоянного
роста доли новых видов продукции и методов их получения в общем ооъе-

промышлепиого nponsBOi^cTBa, дальнейшего совершенствования меха
низма функционирования народного хозяйства,

многих плановых

МО

задач используетсяВ настоящее время для решения
является глу-метод линейного программирования, который по своей сути

боко детермшшрованным.Для того чтобы расширить области применения
программирования, повысить эффективность н прсдставптел

получаемых результатов, нужно решить проблему учета
лениости исходной информации в подобного рода задачах. Можно
тнть два принципиально разных подхода к оценке погрешности (неопр
ленпости) в задачах линейного программирования, дающих
зультаты. Первый оипсап в [1]; он заключается в исследованнп
функционала задачтт линейного программирования моделированием
тоду Монте-Карло. Б результате удастся получить зону пеопределенп >

значение фупкци^^“
По сутч дела

к вариа-

лппепиого
пость

внутри которой с заданно!! вероятностью находится
ла при некоторых значениях погрешности пеходпых данных

подходе исследуется устойчивость фукционала моделипри таком
цням исходных параметров.

Второй подход основан на классической теории погрешпостп,
встствпи с которым рассматривается пе сама лшдель, а то.лько оптим
пый план, полученный при решении задачи по OToii модел!!. Настоя!
статья посвящена описанию второго метода оценки погрешности oiiTiiNra. >
иого решения в задачах липейиого программпроваиия. Поскольку прпв
димый ниже вывод оценки погрешности оптимального решсиия задачи ли-

в соот-

I9*
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нейвого врограммпроваппя базируется на фундаментальных положениях
теории погрешностей, то целесообразно прежде всего стаповпться ыа не
которых основных принципах этой теории.

В [2] предельной абсолютной погрешностью Sa приближенного числа а
называется наименьшее положительное число, которое больше пли равно
по модулю точной ошибке, т. е. 8а ^ Если таких чисел можно пайти
несколько, то по определению должно быть выбрано наименьшее. Предель
ной относительной погрешностью ба приближенного числа а является отпо-

За предельную абсолютную погрсшпость суммы пе-
е,

6шенпе
\а\

скольких слагаемых можно принять сумму предельных абсолютных по
грешностей слагаемых

п = ai + Й2 + . .. + а (1)П1

п

8ft.

/1=1

Предельная абсолютная погрсшпость произведения двух сомножителей
определяется так

и — аЬ,
(2)

8ц = агь + Ь'ба.

Предельная абсолютная погрешность функции .многих пероменпых
= f{x,и

да да ди
8а -Г (3)8г, -г ● ● ● Ч-8а 8т.дх ду л- dw X:v=a

U=b у=(/ U=b

w=m w=m w=ui

Ниже широко использовап так называемый «метод равных влияний».
Смысл его заключается в том, что предельные погрешности аргументов сле
дует подбирать так, чтобы все члены в правой части (3) пме.чп одипаковые
значения, т. е.

да ди е
(4)Ва = 8б = . .

да п

где п — число аргументов. Эти равенства дают выражение для предс.льпых
погрешпостей аргумситов

е, е
(5)е, 8ь

ди ди
п п

дх

Как отмечается в [2], вряд ли может быть получено обосиовапио этого
метода; он является только удобным соглашением, позволяю1Дпм практи
чески подойти к опенке погрешности функции многих порсмеиных. При
сутствие погрешпостей в исходной ппформации задачи л1ше1птого програм
мирования приводит к тому, что гиперплоскости ограхшчсшгй начинают
осци.ллировать вокруг своего центра рассеивапия. Такой процесс осцилля
ции заставляет оптимальную вершину мпогограннпка условпп описывать
некоторую область в пространстве. Проекции крайних точек этой области
на оси координат дают возможность определить пределы изменения значе
ния перемопиых, т. е. их предельные погрешпостп,  а координаты крайних
точек по целевой функции — пределы изменения функционала в оптпмаль-
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НОЙ вершине, т. е. также его предельную погрешность. При построенпп
оценки погрешности задачи линейного программирования введем следую
щие допущенпя:

1) ЭВМ не дает погрешности при вычпслеппях, поэтому все дополни
тельные переменные в задаче линейного программирования принимают
погрешность, равную нулю;

2) распределение величин в зоне погрешпостп подчиняется нормаль
ному закону;

3) если погрешпостп некоторой величины, рассчитанные по различным
выраженпям, отличаются друг от друга, то по определению предельная по
грешность этой величины принимается равной наименьшей. Пусть погреш
ности величины д:„ определенные по различным ограничивающим усло-

причем может быть проведено упо-виям, образуют ряд

Тогда предельнаярядочепие этого ряда в виде

погрешность величины ж, в данной системе '
uauMeHbmeii из определенных погрешностей (sx-);

4) при оценке погрешности аргументов в функциях многих перемен
ных, каковыми являются ограничивающие условия задачи линейного про
граммирования, может быть прпменеп метод равных влияний (5).

Рассмотрим задачу линейного программирования в общем виде: мини
мизировать

(моделп) равна т. е .

(6)CiXi

7=1

при огранпчеппях

(7)/ = 1,2, ... тгг,
7=1

(8)тг,● 9

Требуется оцепить погрешность оптимального решения задачи (6) (8),
т. е. погрешпостп зпаченпй всех хС п целевой функции F' в точке :“г:'опти¬

мума.
Первый этап. Оценка погрешпостп переменных х ', вошедших в опти

мальное решение
Исходя из

цпп многих поремеппых, для
тпмальпом решешш можно записать

(3) для дпффорспцпалыюп формулы одопкп ошибок фупк-
каждого ограничивающего условия (7) в оп-

= Л^1*6а, + I 1 f'.V + ̂ 3*^02 "Ь ^2 I + ● ● ■
k k

i+ (9)8.V.*.iai
i=li=l

Согласно методу равных влияний (5) н определопию предельной абсо
лютной погрепшости, предельная абсолютная погрешность каждого х,*, во
шедшего в оптимальное решение

k

bj ^
/=1

(10)= и\[e.v,* к \ a-i 1
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Из (10) предельная относительная погреышость
I к

?'Х-*I
вл, = inf

k\ai\ XiX;'I
к

L xi* I а/ [ 6ai

I Cli \
/=1
l¥=i— inf

k\ai\ Xi’
I

к I fl.j [ Xi’ k\ai\ Xi'
k

1

^4
l=l1

(11) .-6= inf -j-К \ai\xi
1

(Xi

(Xi I Xi
доля пптеысишюстп Xi в ограничении byгде а,- —

bj

Второй этап. Оценка погрешности функционала F\
Согласно (3), предельная абсолютная погрешность для выражения це

левой функции (6)
гг =|cil8x,* + + |с21ед.,* -^х^гс.,-^ .. .

(12)
к к

. . . +lcjex\+ У^, |с, 1б:.-+ У^^д:.‘ес
1=1

Подставляя в (12) выраячепия для соответствующих е.г^*, полученных
по (10), имеем

k

еь^-k к
г=1 (13)c-i I inf

Переходя от предельной абсолютной погрешности 8f*  к предельной
носптсльной погрешности б^* с учетом относительной погрешности х," (И)»
получаем

&F* =
/с [aili=l i=l

ОТ-

к

к1=11 l¥=i~ бXi inf “iк а,-I ai \Xi
(14)i=lбF* =

F’

Проиллюстрируем процедуру вычисления оценки погрешности опти
мального решения па простейшем примере следующего вида: максимизи
ровать /'’ = 0,69 л:, + 3,84 0^2 при ограппчепиях 0,87 + 1,72 аг2 20,
0,92 X,-Ь0,65 Х2^ 15, х.^8 ,5; xi, Х2 ^ 0. Предположим, что предельные
относительные погрешности всех элементов вектора ограничений

=10%; предельные относительные погрешности всех коэффициентов
матрицы условий б,,^ =5%, предельные относительные погрешпости всех
коэффициентов функционала бс^ = 15%. Задача заключается в нахождении

L



135ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ОПТИМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧАХ ЛП

логрешиостей всех .г/ и величины функционала Р' в точке оптимума. Ре
шая эту задачу, находим: хг = 6,3, хг* = 8,5 и F'  = 36,99.

В соответствии с задачей первого этапа расчетов определим предельные
абсолютные погрешности переменных х,' по (10). Для хС имеем

2-(6,3 -0,044 + 8,5 -0,086)
0,57,

2 ● 0,87

1,5-(6,3-0^046+ 8,5-о,033),=  0,51.
2 ● 0,92

Принимаем в качестве абсолютной погрешностп велпчпны Xi меньшую
313 вычпслеппых зпачепип, т. е. е^,. = 0,51(бх.,  = 8,1%). Для

2-(6,3 -0,044+ 8,5-0,086)
01 ,29,Ехз 2-1,72

1,5-(6,3-0,046+ 8,5 -0,033) 0,72,Ех,"
2 ● 0,65

0,85-8,5-0,05 = 0,21.2-1

В качестве предельной абсолютной погрешностп велпчпны х^ берем
е.,* = 0,21 (бх,. = 2,5%).

На втором этапе проводится вычисление погрешностп функционала
по (13): 8,. = 0.69-0,51 + 6,3-0,1 + 3,84-0,21 + 8,5-0,58 = 6,72 (6,. = 18,2%).

Попробуем приближенно оценить предельные значения погрешностей
переменных х', вошедших в оптимальное решение, п целевой функции F
в точке оптимума. Для этого воспользуемся двумя крайними случаями:
1) все потребители покрываются одним ресурсом; 2) каждый потребитель
покрывается своим ресурсом /. Очевидно, оба случая являются предельно
возможными для (6) — (8). Реальные оптимальные решения лежат внутри
принятого диапазона.

Д.ля простоты предположим, что все бь = = б и 6 = 0*.

Случай 1. к = п, < 1. Тогда из (11) имеем

I nat J
(15)бх ..= inf

Подставляя найденпые по (15) значения относительной погрешностп хг
в (14), получаем

1

пщ
1-=!

(16)+ /●ч6^. = F' F'
боль-

Первое слагаемое в скобках равенства (16) больше пуля, а второек

Р‘=2 CiXi* ^ 2 следовательно,■ше или равно единице, так как

общем случае нижняя граница предельной относительной погрешпости

* Это предположепие вполпе реально, если учесть, что коэффициенты матрицы
условий (6) —(8) в практических условиях всегда имеют большую точность, чем
элементы вектора ограничений и целевой функции. Аиалогичпые допущения сде
ланы, папример, в [1].

г=1
в
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функционала в задаче линейного программирования больше погрешпостп
исходной информации: бг- > б.

Случай 2.к = 1, Oi = 1. Тогда из (11) имеем

б._. = б.
I

Оценка предельной относптельной погрешпостп фулкдиопа.ча

(17)

/ Л

^ \ Ci\Xi'
Ci\Xi

i=l

б^. = б \ч /- (18)
F‘ F'

Поскольку оба слагаемых в скобках равенства (18) больше плп равны
единице, то б^^ > 26. Если все коэффициенты функционала положительны,

а S \Ci\Xi* п б = 26. Таким образом, верхняя граница пре-то CiXr = F’
i=l i=l

дельной относительной погрешности функционала оказывается не меньше
удвоенной погрешности исходной информации. Зная предельпыс абсолют
ные II относительные погрешпостп какой-либо величины, можно перейти
к оценке статистической погрешпостп этой велпчипы  с задаииоы вероят
ностью попадания исследуемой величины в зону ее колеблемости. Прпме.м
с некоторой условностью (в пятом зиаке после запятой), что предельпая
абсолютная погрешность Б:г^ =4,0 Oxi
клонение велпчпиы Xi. Тогда
грешность Xi равна =±0;^^;
с вероятностью Р = 0,99 — = zt3cTi|. Так, в пашем примере для ве.лп-
чпиы Xi‘ = 6,3 (£;г,* = 0,51) статпстическпе погрешпостп составляют: с ве
роятностью 0,68-р,, = ±0,13; с вероятностью Р = 0,95 - р., = ±0,26;
с вероятностью Р = 0,99 - р^, =● ±0,39.

На осповапип

где Oxi — средиоквадратпческое от-
вероятпостыо Р — 0,68 статистическая по-

с вероятностью Р — 0,95 — р.^^ = ±2сГд-р

изложенного можно сделать некоторые выводы относи
тельно принципов построепия рациопальпых математпческих моделей
с точкп зрения з^стойчпвости их структуры и представительности результатов.

Из (10) п (11) для оценок предельной абсолютной и относительной
погрешностей; переменных Xi вытекают следующие положения: 1) погреш-
пость X; уменьшается при уточнении значени!! вектора ограиичеипй 6j;
2) чем бо.чьше доля потребителя i в использовании ресурса / (а,), тем мень
ше погрешность хг, 3) чем большее количество потребителей участвуют
в использовании ресурса j{k), тем более точное значоппе имеют Xj. Отсюда
можно сделать вывод, что, по-видпмому, в дезагрегированных моде.лях по
грешности переменных Xi меньше, чем в агрегированных.

3 (13) II (14) для оценки предельной абсолютной и относптельной
погрешности величины функционала F' в оптима.чьпом решении вытекает,
что поско.1ьку погрешность gp. зависит как от собственно значений Xi и с„
так п от их абсолютных погрешностей 8х^ и бс^, то следует стремиться:
1) к опрсделеппго больших величии с,- наиболее точно; 2) к сппжеипю ве
личии Xi за счет дезагрегирования модели. Таким образом, можно считать,
что погрешность функционала.. в дезагрегированной модели ниже, чем в
укрупнепыон при одинаковых погрешностях исходных данных. По.чучен-
ные выводы в отношении переменных и функционала согласуются с прак
тическими результатами [1]. J 1
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В отпошошш целесообразности дезагрегпрованпя модели предлагается
следующая схема рассуждений:: 1) если исходная абсолютная погрешность
для некоторых коэффициентов матрицы условий элементов вектора

ограничений еь^ пли коэффициентов целевой функций превосходпт-
дпапазои устойчивости этих параметров в смысле Шетти [3], то для соблю
дения условия корректности результатов оптимизации эти параметры под
лежат дезагрегированию до тех пор, пока походная погрешность не будет-
лежать внутри диапазона устойчивости; 2) если найденная абсолютная по
грешность для некоторых переменных Xi превосходит заданный уровень их
колеблемости, то эти потребители (способы) также подлежат дезагрегиро
ванию, пока погрешность не окажется внутри диапазона колеблемости;
3) если по условиям задачи погрешность функционала Ef* превосходит за
данный уровопь, то для удовлетпореипя заданных условий по колеблемости
необходимо в первую очередь стремиться к дезагрегированию наиболее
крупных потребителей (способов).

Рассмотренный подход к оценке погрешности оптимального решенпя
задачи линейного программирования может оказаться полезным при по
строении рациональных математических моделей, адекватным образом опи-
сывающпх исследуемый процесс, и разработке механизмов функциониро
вания отдельных подсистем народного хозяйства.
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