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Важным средством макроанализа тенденций поведения акоиомическпх
процессов является изучение динамических рядов и темпов изменений
различных экономических показателей впутри п за пределами анализи
руемого периода.

Целью настоящей работы является описание возмон<ностей примене
ния метода наименьших квадратов для нахождения иаилучшей в том или
ином смысле оценки темпа роста динамического ряда. В работе приводит
ся также решение задачи опреде.ленпя темпа роста при наличии распреде
ленного запаздывания, характеризующего вклад нескольких предыдущих
значений динамического ряда в его текущее значение. В этом случае у^ш-
тывается поведение дппамического ряда внутри интервала наблюдения.
Изложение иллюстрируется экспериментальными расчетами.

I. Предположим, что мы «наблюдаем» значения динамического ряда
на интервале времени [О, Г]. Введем критерий качества аппроксимации,
позволяющий оценивать меру расхождения поведения реальной модели
вида r{t) =X{t-\- i)/X{t), t = О, 1, 2, . . . , и теоретической, которую
будем искать в виде

X{t + 1) = g(au аг, . . ., а„, i)X{t).

Критерий качества аппроксимации с целью анализа тенденций поведе-
нпя ряда можно ввести различными способами. Воспользуемся наиболее
естественным при исследоваппп динамики экономических процессов кри
терием качества

(J)

r-i

t)X{t)~X{t^i)yyit)\/ = (^)а„а2, . . . ,а п»

(=0

Таким образом, I — взвешенная сумма квадратов отклонепий процес
са, па1щепЕОго с помощью «теоретического» темпа роста от реального «на
блюдаемого» процесса. Нетрудно показать, что для минимизации критерия
качества (2) при y{t) = 1, иеобходилю решить систему п уравпени!! с п
неизвестными

т-1

dg
a„,t)X{t)-X{i + i)] X{t) = 0,Й1, Й2» ● ● ● ?

да
1 = 0

(3)
т-1

dg
t)X{t)-X{t-\-i)] X{i) = 0.а,.й2, . .

да
( = 0

* V(0—функция, показывающая меру шшяпия текущего зпачспия процесса
X{t) па будущее поведение ряда. Функция у{1) позволяет корректи])опать прогпо?
путем придания больших весов тем точкам (годам, факторам), которые играют пре
обладающую роль в прошлом и будут играть паиболее существонпую роль за пп-
териалом паблюдения [0, Т]. В данной работе рассмотрен случай, когда y{t) = 1.
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Рассмотрим различные варианты предположении относптельно вида
функции g{a.i, а-, . .. ,cin, t) и выпишем соответствующие уравнеппя для
определения искомых параметров <2i, а:, . . . , а^.

1. Темп роста g{cL
равная среднему темпу роста. Тогда, как следует из
соотношения

. . , а„, t) — некоторая постоянная величина Ci,
(3), находится из

1»

Г-1

1=0

(4)йг =
г-1

^Х(()Х(г)
1 = 0

При этом значения ряда 1) находятся из равенства: X{t -Ь 1) =

^) есть линейная функция *
. . . , а„, г) = а, -|- aoi.

Искомые значения и аг находятся из системы уравнении
т-1

(5)аг,1>

= o,.Y(0.
2. Темп роста ^(^i, Лг, .. ● , а

^ [(«, + «=<)^(Ч-Х(1 + 1)]Х(1) = о,
1=0

(В)
т-1

^ [ (а, + aJ.)X(i) - Х(« + 1) ] 1Х(1) = 0.
1=0

. . ,а„, t) — квадратичная фуыкцпя вида

Й2, . . . , а„, t) = а у a->t + aз^^

В данном случае для нахождения а,, аг, аз пеобходпмо решить систему
уравнений .

3. Темп роста g{a а-.1»

(7)

т-1

^ [ (а, + ad + ad’-)X{t) - Х(( + 1) ] X{t) = 0,
1=0

(8)т-1

-h ad^-\- aJ^)X{t) -X{t -h 1) ]X{t)t = 0,a t
1=0

\

T-l

J^[ia,-ha._t-\-a^X(t)-Xit^i)]X{t)e
= 0.

1=0

A Нетрудно решить систему (3) и в том случае, когда темп роста g{a
д  л можно представить в виде линейной комбинации некото-

рых заданиых фуякцпй  /.(*), т. е. когда

ii

i] = aJi{t) Й27г(0 “h . . . + anln{i). (9, . . a III )g{ai, аг, .

Для нахождения искомых значении параметров ai, аг,  . . . , а„ в данном
необходимо решить следующую систему п уравнений с  п жеизвест-случае

* Здесь и в далы1е11шем следует иметь в виду, что задаппе завпспмостп темпа
поста как функции времени обязательно должно уч11тывать период прогиозированпя.

'  прогиозировагшя с наиболее приемлемыми функциями времепи здесьСвязь периода
не ])ассматривается.

математичесипе методы, Л"? 36 Экономика к
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ными ai,
т-1

аdi,., п● у

(di/i (f) + ● ● ● + <2„/n (i) ] [-^(0 — ~h 1) ]^i  — Oi
(=0

(lU)
T-l

(a,/, («)+. . . + ] [X(t) -X(t + 1) ]K{t)X(,t) = 0.
1=0

5. Пусть темп роста — нелпне1П1ая функция. Часто пелпиейные фунхх-
цин применяются для случая, когда в прогнозируемом периоде имеет ме
сто явленпе «насыщения», характеризуемое обычно определенным пре
делом. Рассмотрим, например, следующую распрострапеппую иелппегаую
функцию логистического типа, наиболее полно отражающую такое явле
ние

К
a{t) = (11)

1 + be-'

Тогда для определения параметров этой фупкццц на основании систе
мы (3) получаем систему уравиепип

|{

т-1 1к
:)х(г)-Х(г + 1)Р (

^ L \ i -j- be
X{i) = 0,— а/ .  1 -p be~ul

f=0

T-l К
]X(t) = 0,E[( И12)(1 -p be-'‘‘)^ У

—
1 -P be

/=0

T-l Kbte~‘“К
_X(i) = 0.

(1 -p—at\ -P be(=0

Явление «насыщения» также достаточно хорошо передается функцие II
типа

-а.,/
a{t) = 1 — а^е (13)

Для этой функции
пений для определения параметров fl i и аг

т-1

основании систна емы (3) получаем систему урав-

)X{t)-X{t + !)](- = 0.-Qjf— ai6
/ = 0

(14)
Т —1

ЕИ1 -"^^)X{t)~X{t+\)]a,a,e-'‘^‘X{t) = 0.— <2,е
(=П

Системы (12) и
для функции g{a
ai,a2, . . .,я

(14) показывают, что решить исходную систему (3)
йг, . . ., ^^71, ^) 7 иелпне^пгой

значительно труднее. Однако
относительно параметров

II здесь существуют простые
способы, позволяющие в отдельных случаях быстро находить неизвестные
параметры. При небольшом количестве параметров й,, й2, . . . , й„ (порядка
1  3) удобно иногда пользоваться графическим способом для решения
дачи в первом приближении [1].

1?

717

за-
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I

Проиллюстрируем этот способ для случая нахождения одного неизве
стного параметра ft i. Ou заключается в том, что, задаваясь разлпчжымп зна-
чеипями параметра ai, строим график функции I = /(а,) (это возможно,

Ш1Д функции/(ai) задан). На графике функции /(а,) нетрудно
найти значение ai, минимизирующее данный функционал качества I, т. е.
/(«,) = min/(а,), II построить процедуры для нахождения более точного

так как

зиачешш искомого параметра Яь
II. Часто (например, при изучении иоведения ряда  с точностью до раз

ностей /с-го порядка (см. [2]) текущее значение динамического ряда
мент t t = о, 1, 2, . . . , можно считать некоторой линейной комбинацией
предыдущих к зпачешп! динамического ряда. В этом случае дппамиче-
CKuii ряд описывается лпнеппым разностным уравнением ^'-гo порядка

X{t + к) = aiX{i -f /с — 1) -г -Ь /с — 2)-Ь . . . -\-ahX{t). (15)

13 МО-

'1

При этом естественно считать к иптервалом запаздывания дпнампче-
{Х(0}, а вектор-строку («i, Я:, .. . , щ) * — распределенным тем-ского ряда

пом его роста. Отметим предварительно также, что точность нахон-гденпя
параметров я.1, я-, . . . , Щ в спльпой степени ограничивается интервалом
наблюдения [0, Т]: малый интервал наблюдения за поведением динами
ческого ряда не дает возможности iiaiiTu достоверные оценкп для Яь

л1ше11ност11. Это объясняется
«2 . . ,Яддаже при соблюдении гипотезы

что поведение модели, описываемой уравнением (15) А;-го поряд!
, .

;а,тем,
является определеппым, если заданы начальпые значения динамического
ряда: Х(0), Х(1), . . . , Х(/с — 1). Более того, смело можно утверждать,

интервал иаблюдеипя определяет в KaKoii-то мере иорядок разиостно-
ыет смысла ставить задачу оптимизации

что
го уравнения

i
, выше которого

(если считать, что 5—10 точек достаточно, чтобы уловить теидеицию, то
'  иеобходпмым требованием, чтобы иорядок к разпо-

пределах к — Т j Ъ — Г / 10).
.тогда следует считать
стиого уг)п1шеипя .лежал в

Согласно изложенному выше, выберем «сстествеипыи» критерии каче-
аппроксимациы ряда {●X’(i)} в видества

i

г-1

^[(яД(г +
(16)к — 1) + . .. + ) — X(i -|- /с) ] ‘у(0 ●/ =

/=п

предыщ'щем случае, X(i) — «нaбvлюдaeмыe» значения
«весомости» вклада значения .Х^(^)

Здесь, как п в _
динамического ряда, \{t) — функция ^
на «будущее» процесса, выбранная пз эвристических соображении. Теперь
петрудио найтп параметры я,, «г, ● . ● , мпнпмпзпрующпе критерий ка-

(16) прп у(0 = Б этого необходимо решить системучества
г-1

k — 1) -I- . .. + OhX{t)) —X(^-j-/t’) ]X(i -{-к — 1) = о,
t=0

(17)
т-1

[{a,X(t -h /v — 1) + ■ ● ■ + + ^01-^(0 = 0.
/=0

Пропллюстрируем прпмепопие изложеннои выше методики для ана-
дппамическпх рядов. Введем иредварительпо попятия «скорости» п

* Для простоты мы буде.м считать величины ai, ао,  — постоянными. Более
сложные случаи, когда oi, яг, . . . i я;, являются некоторыми функциями времепп, нс-

алогнчиым спосооом.

ли за

следуются ап

6*
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«ускорения» динамического ряда {Z(i)} *:
y(t) = X{t + 1) - X{t), d{t) = V{t + 1) - V{i) =

= X{t-\-2) -2X{t-\- i) -\-X{t), t = 0,i,2
Изучение поведения динамического ряда с точностью до разностей пер

вого порядка проводится обычно с помощью понятия «скорости», приводя
щего к необходимости пзучения разностного уравиепия первого порядка

X{i -h 1) = [1 + a{i)]X{t), г = О, 1, 2, . . . .
Уравнение (18) получают из соотношения (15), предполагая зпаче-

нпе «скорости» динамического ряда пропорциональным зиачеппю дина
мического ряда в данный момент времени

(18)

(19)

Г
V{i) =a{t)X{t), i = 1, 2

Функция a{t) обычно называется темпом прироста X{t).
Изучение поведения динамического ряда с точностью до разностей

второго порядка приводит к необходимости исследования разностного
уравнения второго порядка

(20)X(t -f- 2) ^ ai{i)X{i) a2{t)X{t 1).
Уравнение (20) получают обычно из (15) на основании следующих

естественных предположений: ускорение в момент времени t пропорцио
нально скорости и значению динамического ряда {Z(i)} в этот момент
времени, т. е.

/i

(21)г = 0, 1, 2, . . . .
Учитывая определения скорости и ускорения из (21), нетрудно полу

чить разностное уравиепие второго порядка, эквпвалептное (20)

a{t) =C,{t)V{t) +Cz{t)X{t)

X{t + 2) = [C,{t) +2]X(i-b 1) + [C2{t)-C,{t) +
i = 0, i, 2,. . . . (22)

Изучение динамического ряда с точностью до разностей первого поряд
ка приводит, как иоказапо в и. II, к исследованию разностного уравнения
первого порядка. Такое исследование проведено в и  . I.

В заключение проиллюстрируем изложенные выше методы расчета
темпов роста для динамических рядов показателей капитальных влонче-
ыий, валовой продукции промышленности. При этом выберем наиболее
простые способы нахождения постоянного и «распределенного» темпов
роста. Для случая усредненного постоянного темпа роста используется
(4), для «распределенного» — формула (17). Для наглядности был прове
ден также расчет объемов исследуемых показателей па основе традицион
ного среднегеометрического темпа роста. Результаты расчетов сведены в
Ta6j^l, 2, в которых У(t) — фактические значения исследуемого процес
са, У (^) — расчетные величины, полученные па основании усредиепиого
постоянного темпа роста, Т (t) — расчетные значеиия, найденные на осно
вании усредненного «распределеииого» темпа роста, У(0 —расчетные
значения, определенные па основании среднегеометрического темпа роста.

Расчет по предлагаемой методике проводился на основе дппампческпх
рядов за 1956—1970 гг. С помощью индексов роста показателей валовой
продукции промьтшлеипости и капитальных вложений от базы 1965 г.
были построены динамические ряды в сопоставимых ценах. Путем анали
за участка динамического ряда в 10 лет, а именно 1956—1965 гг. каким-
либо из указанных способов, рассчитывался темп роста. Он накладывался
на базу 1965 г. и делался прогноз на последнюю пятилетку 1966—1970 гг.
Прогнозные данные сравнивались с фактическими объемами
период.

за этот

* Для случая непрерывного времени эти соотиошеппя эквивалентны соответ-
к^твенио dX{t) / dt, d'^X{t) / dt^.
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Таблица /

Объем валовой продукции промышлепностп [3, стр. 69, 73]. (млрд. руб. сопостав. цепы)

У (0 =
= a2r(f-l)+
+  0—2)

У(0 =
= пЛ' (i-1)

У(0 =
а,У 0 — 1) (У-Y)^ (У - У)= (Y-У)*Годы У(<)

1965 229,4
249,36
274,30
297,07
318,16
344,57

229,4
249,98
272,40
296,83
323,46
352,47

ai = 1,0897

229,4
249,04
269,96
292,19
315,70
340,42

229,4
251,08
274,80
300,77
329,20
360,31

о о о
2,9584
0,2500

13,6900
121,8816
247,7476

386,5276

0,3844
3,6100
0,0576

28,0900
62,4100

0,1024
18,8356
23,8144

6,0516
17,2225

1966
1967
1968
>969
1970

94,5520 66,0265(72 = 2.2821
пз = —1,3006

04 = 1,0945

Таблица 2

Объем капитальных вложений [3, стр. 28; 4, стр. 60, 528; 5, стр. 501].
(млрд. руб. сопостав. цены)

У (О =
= а.У а-1) +
+ аэУ (<-2)

^ (0 =
= а^У (1-1)

У(0 =
= а,У{«-1) (У — У)»(У-У)» (У-У)*У(<)Годы

1965 48,7 48,7 48,7 48,7 о о о
1966 52,4 52,73

57,09
61,81
66,92
72,45

a^ = 1,0827

52,55
56,70
61,19
66,02
71,24

53,35
58,45
64,03
70,14
76,84

0,1089
0,1521
0,1681

12,3904
12,180Г

0,0225 0,9025
3,0625
6,9169

45,4276
62,0944

118,4039

1967 56,7 О
61,41968 0,0441

6,8644
5,1984

12,1294

63,41969 I68,961970

й2 = 1,079058
яз = 0,000001

Я4 = 1,0955 24,9996

Не занимаясь анализом точности полученных результатов, заметим,
что на основании таблиц нетрудно выбрать паилучшпй впд аппроксими
рующей функции для темпа роста. Интегральное отклонение теоретиче
ской кривой от эмпирической дает возможность оценить степень правиль
ности выбора метода определения темпа роста, которы!! дает паплучпгее —
по принятому критерию,— приближение прогнозных п отчетных данных.
В данном случае оказалось, что «распределенный» темп роста является
наплут1шиы способом определения прогнозных значений. Однако для опе¬
ративных расчетов можно пользоваться и усредненным «постоянным»
темпом роста, дающим лучхпие результаты, чем значения, полученные с
помощью традпциоппого средыегеометрпческого темпа роста.

По изложенной методике аналогичные расчеты можно провести для
различных рядов макроэкономических показателей, выбирая каждый раз
иаилучшую форму аппроксимации для темпа роста, однако уже предварп-

экспериментальные расчеты подтверждают эффективность опи
санного метода исчисления темпов роста.
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