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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ВРЕМЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕШ1Я РЕСУРСОВ
Е. М. О Л Е В С К А Я

(Москва)

Задача, рассматриваемая в статье, представляет собой задачу лппейиого про-
граммпроваиия трапспортиоги типа. Особеяпость ограипчеппй дашю11 задачи при
водит к необ.чодимости разработки алгоритма ее решения, отличного от алгоритхма
решения транспортной задачи.

I. ЭК01Ю.МПЧ1ХКАЯ и МЛТГ.М \ТИЧЕ2СЕхАЯ ПЕЕТЕ^РИРЕТЛЦИЯ ЗАДАЧИ
oiiTiiMA.ibiioi'o ир1;%е1;ее1еого рлсиреде:. егиепя ресурсов

Пусть планируемая работа состоит из ряда (из л) этапов. Иа каждом этапе
в хранилища, емкость каждого из которых заранее известна, поступает по заранее
составленному графику сырье. Эффектишюсть JiepopaGouni и использования сырья
каждого вида п на каждом этапе также будем считать зараиее заданной. Предпо
лагаем, что в связи с сезоиаымц колебаниями возможностей обеспечения энергией,
рабочей силой, а также в связп с тем, что часть сырья и часть оборудоваппя имеют
сезонный характер, эффективность использования сырья па разных этапах выпол
нения программы будет различной.

Под эффективностью использования сырья можно понимать затраты па перера
ботку единицы сырья, а также затраты на изготовление продукции из единицы
сырья того плп иного вида. Будем также считать, что все впды сырья выражены
в таких единицах, что каждая едпопца независимо от вида сырья соответствует од
ной н той же производительности.

Введе.м следующие обозпачеппя; / — этапы времени,  / = 1, . .
пмозамеияемого сырья, i = 1, . . ., пг\ X{j — число единиц сырья i-ro вида (в услов
ных единицах), используемого в /-й период времени; — общая потрсбЕЕость в сырье
в у-й период времепи; а, — затраты иа изготовление продукции из едипицы сырья
i-ro вида па /Чм этапе; hio^ — емкость храышшща, предпазпачешюго  для сырья i-ro
вида; Ьц^ — палпчпе сырья i-ro вида в 1-й период времени; — заллаиировапный
подвоз i-ro сырья в /-Й период времени.

Количество сырья, используемого па каждом этапе, должно быть равно потреб
ности в нем

п; I — впды вза-● }

m

(1)Xij — Cj.

t = l

с другой стороны, во-первых, расход сырья иа каждом этапе пе должеп превос
ходить запасов, накопленных к началу этапа, а, во-вторых, сырье, доставленное к
началу следующего за рассматривасхмым этапа, вместе с сырье^г, оставшимся после
его использовапся па данном этапе, должно быть меньше емкости хранилища. Эти
рассуждения приводят к ограпичеЕЕиям следующего вида.

«+1

S bi/ hio' Xij ^ , s i = 1, ..., m.
J=i; = 1

Так как верхняя п нижняя границы — числа, заранее заданпые, ограничении
можно переписать в следующем виде

S = 1, . . . , п; i = 1, .. ., т. f2)

Задача сводится к тому, чтобы составить рацпопальпый графш< использования
сырья, т. е. выбрать такие числа

(3)Xij

чтобы они обеспечивали минимум
m  п

S3 Г4)CijXij

/=1

п удовлетворяли условпям (1) —(3).
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Заметим, что задача (1) — (4) имеет решение тогда  и только тогда, когда
m тп

2 hi, < 2 а, ^ 2 > 5 = 1. .. (5)п<> ● I

j=i «—1t = i

upu условии, что hi, и bi, не отрицательны и образуют убывающие последовательно
сти при каждом фиксированном i, причем hi, ^ bi, (и, следовательно, bi, ^ hij для
/ < s). Все Ъха >■ 0.

II. КРИТЕР1Ш ОПТИМАЛЬНОСТИ И СВОЙСТВА СИСТЕМЫ УРАВНЕНИИ.
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ НАЧАЛЬНОЕ ВОЗМОЖНОЕ РЕШЕНИЕ

В наиболее общем виде задача оптимального временного распределеиия ресурсов,
сформулированная выше, может быть записана следующим образом: требуется найти

т  п

miu F (а;) = min 2 2
t=.i j=i

Ш)Cl iX{j

лрп ограничениях

2  = Ob / = 1, 2, ..., га ; (7)

n

2j ^ his. i = 1, 2, ..., ?ra; s = 1, 2, . .. , n; (8)
i = ‘

X{j > 0. (9)

, либо hiлибо hisЗдесь Pis равняется
Для решения задачи, а также для вывода критерия оптимальности из системы

нерйенств (8) выделим те, которые па некотором решении X = {хц} задачи (0) —
(9) выполняются как равенства

г б Mi Mi == (t, s.i, ..., Ski)',

2 i = 1, ..., m; (10)Pi»t^

i — li 2, ..., k{.

либо b;,^.либо h{Здесь равняется
Hr, пгповаипи теоремы двойствениости в условпя оптимальности задачи (6) —(9).

кроме условий (7) и (9), войдут следующие
_ ‘k j для всех i = 1, 2, ..

sp

Sf = 1, 2, . . ., kf, 5t_i < / ^ St; (11)m;● 1

Cij = Wisj — если Xij > 0;

,  если pi,^ = bis^;

,  если Pfs»j his

Ufsj ^ Wfs < + l
Ui, is ft < + l

(12)

(13)

(14)

Систему равенств (Ю) можно преобразовать таким образом, что каждая перс-
RvnpTVxonUTb только в одно равенство. Для этого пз каждого равенства сп-

стемы (10) ВЫ1ТРМ. пачпная со второго, предыдущее равспство, оставив первое 6e:i
пзмепепля.и получим

'г+1
Г = 1, 2, ..., (fei- 1); (15)PiSf — PisГ2  + 1 ’r + 1

;=»r+l
5, =- 0, Si, S2, . . ., Ski_i; i= i,2 m.

Гпвокупность элементов x.j-, входящих в одну п ту же сумму, будем пазывать
гт/ппой. Пусть — p^niemro системы (7) —(9). На основе плана Х= Цт.-^Ц из си-
●treMbi неравенств (8) образуется: 1) ряд равенств впда (10). которые преобразовы
ваются в систему (15);
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2) ряд неравенств, коюрые при noMou;ir Д|»иольи’1ел1'11Мд. иензвестиых можпи ий-
ратить в равенства ●

1г,

У, (Щ-Xij + Xi,. = bi

где p —4iic;i.j образовавшихся нераванств.
Дополш)в системы (15) |’а''.еис1вамл (16), иолучпм систему (15');

● +1

J=8r+t

,  i'Af. i = 1, 2,..., m П где pi»

(15'>

где r=l,2,  ^,. = 0, s, . . .

Сумма дополнительных

= b inj
hi + i

неизвестных об])азует повое уравпеине типа (7)

2; ^̂ in + l = ^ Ь (17)— <^п41-I 71

<6р «бр j

Относительно системы уравнеппи (7), (15'), (17) легко показать, что число лпней-
1Ю незавпс1шых уравнений, а также число базисных перемспиььх хцвЕ(х) (Е(х) =

j / Cf j — Uig — яд строго равно N -\- к — 1, где  N — чпсло столбцов, а /е — число
матрицы Ikijll. Нетрудно показать отсутствие замкнутых цепочек п связность

множества базисных переменных (определения этих ппиятпй см. [1]).

III. ОПИСАНИЯ И АЛГОРИТМ МЕТОДА

решения задачи (6)-(9) состоит из ряда этапов. На предварительном

а g 1 1С1чивается начальное возможное решеппе, а затем вычисляются потенциалы

ппрю мртлтто WTTT, начального возм^ного опорного решения можно использоваты
стГ vBPUTmpio элемента При этом надо учитывать ие только возможпо-

поременпые,.

доват^ь^^действнж^°°^° возможного решения В1:лючает в себя следующие после-
1) отыскать min

2) назначить

Для нахожденпя

= cith;

(0. 8

’V', '/
h
Va('-i) _/,(/-!)

x\
h h

;=1

3=1 i^ii
(03) если i — a'

3 , вычеркпваотся столбец в матрице коэффициентов || c{j ||;.t

еслиж^^^ =b^‘~V_t,'Чi (0
74 л- г 1

Jl-v ИЛИ яг';

3=1h t

1=1
1)

t
то

нача^ТогТвозмшГ"^
41 по-п озможпого плана транспортной
4) пересчитываются значения Ь(0. ^И)

1,3'

min — а;(0 . fc(^-i)i ^ ,

вычеркиванию

(0

б('-1) _ а;(0
гр X’

г,3I

ч ч

НИИ  строки при построе-

задачи;

, при /■>/,.



ЗАМЕТКИ И ПИСЬМА 151
9
I9

приг,'}i

ша.с — при/>/(_1;

ПрП

при / = /(.

Можно показать, что сслд начальное возможно© решение получается огшсьшае-
MbijM способом, то и для пересчнтан.чых значений Беличий h, Ь, а сохраняется соот-
ношенпо (5);

5) если множество индексов U, j) и матрице ilc.-jll не пусто после вычеркивания
элементов плп столбцов, повторяем шаги (1) — (4), если пусто получено начальное
возможное решение ^

В образовавшейся матрице н каждой строке ставятся метки, разбпваю-

(1-1)
●-Г' ^ и. и h

щие переменные па группы, соответствующие равенствам {15'). Верхние метки ста
вятся за телш переменными, сумма которых равна а нижние —за темп, сумма
которых равна his'-°K

Далее, для полученного

-С,(0)
О I) ^ij ~

ила1;а вычисляются потеицпалы ц,-в п X,- пз системы

] ^ S подобие тому, как это делается для транспортной зада-

чп Так же как л в транснортпой задаче, процесс нахождения потенциалов непре
определяются однозначно для каждой заданной величинырывея и значения пх

(О)<0)
пли Ai .

С помощью потенциалов план А'<"> проверяется на оптимальность. Если все усло
вия оптт^ьиостп (11), (13), (14) выполняются, то получено оптимальное решение.
В ип^гивном с^'шо выбирается то условие, которое максимально не удовлотворя-
етс7 и осущ??гвляется переход к новому плану что составляет следующую
нтерацшо .метода.

П..00 иоравоис^о связано с
мальпостл (И));

б) выбранное условие связано с ^

и,-«*£

льиостп может, естественно, представиться три слу-
= О (условие опти-

●t

(условие (13));

(условие (14)).
) выбранпое условие связано с У щ — hi

1®£I!

К а'1В0.му опорному плану осуществляется ан.а-
пе представляет особого пн-

„ося!!;:: м^=^.Йв^^асяо„яао. задави и

оптимальности (13) п (14) приводит к необходимости дзмс-тереса.
Нарушение условии -

иония двух соседних равенств системы (Ю) £41

2 ●то(0)= + 60,
2 Xii^) = pis 1+1

/  1 в случае а)

_ { в случае б),

тпспства обьедпияются. Возникает замкнутая цепочка, вдоль
Эти два ,менеШ1-> переменных При построенпи этой цепочки,

которой н „ а) ее элементы нроп^тчеровыпаются. пачпная с э.чсмента
а также цепочки ^ ‘ ^ номер 1. Множество индексов (i, /) элементов с нечет-
Ti, J,, которому ‘ qepc3 h, а элементов с четными номерами — /..
,ными номерами UUU рьтбпраться так. чтобы 1) ни одна пз переменных, стоящпх

настала отрицательной (0i); 2) пп одно из ограничений (8) задачи не
рушилось (0,, 0.), т. о. чтобы

^■=*1-1

где
б =

па

2-T, j ^ 0.bis — hiI  s
j=i
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Tlii = his — ^ Xij О лля всех (г, /) б /,

где 7 = /, + 7г.

Слодовательпо, 0^^^= min 0^'^), где

min в слудас а) п в),10
01'>1

в глудае б).I  ппп
'  01 Г: Г го

0i‘^ = min
0,0) 1 >4j\mm

Js^-^<’srl'-'s < h ● 1

niin

где is 6 h. /s+1^^2 В случае a), в), 0 7o. 0 Л в случае б).

0^'^= min
^  (i. 0)

min
;s+i^3<V7s<j s+i

hi, l^iimin :
●?g< ●'StI

ij l ,

где is 6 /2, /j+j 6 Ji в случае a), в), /s 9 /ь /s+i 9 /2 в слу’сае б).
После ва-хождепия дпсла 0 производится измепеппе перемевпых п вспомогатель

ных величин:

j- +60^'^ для (1, /) е

g-l) __60(О для (i, /) е /а,
в остальных случаях;

60^'^ ДЛЯ/д</</

- бб''> для < /■ < /, / > /

X

X

го

/ /s < /gS+1

-Ь60^'> Для/з</</

_ б9<') для > /

Hs<is+1

1 в случае а) п в),

—1 в случае б).
6 =

xi') -го

МН)и ^l, /в 6 Л.

is е /1;S+1’

6(0 =
го

h 0 Ar

. is б h'f

ki‘)=го
s+1’

s+1

После получения нового плана Л'(') возвращаемся
строению потенциалов п

по-к первому этапу метода —
проверке плана па онтшиальпость. Можно показать, что

реализация нового плана приводит к уменьшению линейной формы (7) во всех трех
случаях—а), б), в), однако это вытекает из того, что данный алгоритм — реализа
ция симплексного метода. Через конечное число итераций будет найдено оптлмаль-

задачи (оптимальность выявится па 1-м этапе соответствующей птера-

велось в предположении о невырождеппостп задачи. Если задача
лох^яп^^^*^”’ вырождспности можно освободиться при помощи е-задачи, апа-

делается в классической транспортной задаче (см. [2]).
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