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1. В
работе рассматриваются экстремальные задачи, которые на

рактике называются задачами стандартизации. Несмотря на то что они
lacTo возникают во ьшогпх отраслях хозяйства и решение их имеет боль

шое значение, в математической литературе этот класс задач совершенно
не исследован. Их можно формально рассматривать как целочисленные за
дачи линейного программирования. Однако специфика этих задач позво
ляет разработать более эффективные методы решения но сравнению с об
щими методами.

Прежде чем приступить к формальному изложению несколь, приведем
ко конкретных постановок задач стандартизации.

Задача 1. Известно, что промышленность может выпускать п

-

 разлпч-
сортов стали. Известны потребности bk, к ~ 1, . .

этих сортов. Сорт к л^шше по качеству, чем сорт к 1, ,
ваться вместо него и всех последующих сортов. Заданы -
водства единицы калщого сорта стали сь. По техническим

пых
●. п, по каждому из

и может пспользо-
стоимости цроиз-

причинам мож
но одновременно выпускать не более т различных сортов. Это может быть
связано, например, с требованием стандартпзащш, либо с тем, что имеется
всего т печей для выплавки стали. Требуется определить, какие сорта п
в каких количествах необходимо выпускать, чтобы удовлетворить задан
ные потребности при нанмепьшей сумме затрат па производство.

Задача 2. При проектировании конструкций часто оказывается, что для
реализации необходимо иметь большое количество различных размеров
однотипных деталей. Это весьма нежелательно с экономической точки зре
ния. Можпо увеличить стоимость конструкция, сократ]1в колшхество раз
меров данных деталей, заменяя детали более дорогими, но более качест
венными. Однако увеличивать стоимость конструкции можно лишь
которой заданной велшшны. При этом условии требуется
колштество размеров рассматриваемых деталей.

Задача 3. Имеется п станков / = 1, . . . , и и г видов работ i =
Известно, что г-я работа может выполняться на любом
рого не превосходит к = k{i). Заданы объемы О

до не-
мшшмизпровать

1, . . . , г.
станке, номер кото-

^  каждого вида рабо
ты и стоимости сц выполнения единицы г-и работы на /-м станке По тех
иическим причинам может работа1ь не более т станков. Требуется опое
делить, какие стангш должны работать, какие виды работ должен
выполнять каждый станок, чтобы реализовать весь объем работы при
мо}1ьших суммарных затратах. ^

2. Иозьмем за основу задачу 1, хотя аппарат, использованный
будет п/шмелим к другим задачам.

Пусть {к ^ р) — неизвестное количество стали сорта к
щее количество стали сорта р; ChpXkp — стоимость стали; *

наи-

ниже,

заменяю-
ctfep — коэффи-
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к заменяет аьр едп-
циент заменяемости, означающий, что единица сорта
ниц сорта р. Задача состоит в минимизации функции

п

F = CX= 3
h, p=i

P

3  ̂ bпри условии P7

ft=l
n

(al)3
p=k

I

p = i, . . .,n,k=i,. ..,n;
n

(61)3 sgnXfe ^ m.

aup ^ 0 и afth = 1, Chp ^ 0;чтов дальнейшем будем предполагать,

Если в задаче 1 аир ^ 1; сир = си, то эту же задачу можно записать
иначе: минимизировать функцию

п

Е=3 CliXii

А=1

условии 3 ^ ^
Й=1 k=l

(а2) IIhiпрп

к=1, .. .,п,S = 1,..., ?г;
п

3 sgn Xk < т. (62)
k=i

[1]. Задачи Т и II отличаютсяЭта задача была подробно исследована
задач линейного программирования условием о. Из-за этого условия

множество допустимых планов становится пе выпуклым, и поэтому эти за
дачи являются мпогоэкстремальпыми. Условпе типа (о) в математическом

так как в нем фигурируют разрывные
Хотя па практике

в
от

смысле является очень сложным
функции, что значительно затрудняет анализ задачи,
условия такого типа встречаются довольно часто, они совершенно не изу-

Рассмотрим метод решенпя задачи I, основапиыи на пдеях динами
ческого программирования. Устаповпм сначала основные свойства опти
мальных решений задачи I. т л

Свойство 1. В любом плане задачи! o:i > 0, так как ot > U по

ченьг.

условию. ^ о п г>
Свойство 2. Если анр — 0, то в оптимальном плане Xhp'^ = U. Utcio-

да вытекает что если перейти от л:/гр к Xkp' и положить снр ==сир/аир
при апр =5^ о и Скр' == оо при акр = 0, то полученная задача I будет эщих-
валентна исходной.

Теорема 1. Предположим, что
(1)akpCh-\-ip < Oft+ipCfep
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для всех А, р, — оптимальный план задачи I и

о о оо
Xij^t Ф 0. (2)^г+1 — ● ● ● — 0}Xi ф О,

Тогда
о

(3)i+q — Oj

Если (1) выполняется как нестрогое неравенство, то существует оптп-
мальныя план, для которого выполнено условие (3).

Доказательство. Предположим, что х ^0; t. Составим
iiOBbiii план X'

I
i+q — Oj

Cti, i+q0  , 0
— ^i+t, i+q “F ^i, i+q

I
(4)X' = c Xi+t, i+q

Ci+<, i+q

О/
Xfi,p = Xhp BO всех остальных случаях.

о
Ф о, то Иг, t+g Ф О согласно свойству 2. Тогда из (1) следует,

~  чтоЕсли X _
что ai+t, i+q ф 0. Следовательно, (4) пмеет смысл. Лешо проверить
X' — план задачи I. Вычислим разность

г,гЧ-а

i+q
(5)СХ^ — СХ' = г+д ^i+ti i+q

L  ̂+t, i+q -*

Из (1) следует, что выражение (5) строго больше нуля; это противо
речит оптимальности X®. Если же в (1) стоит нестрогое неравенство
с,-, г+gai+f, i+g = Ci^t, i+q<4, i+q, TO постробнный вектор X' будет удовлетво
рять условию (3) и СХ° = СХ'. Таким образом, X' — оптимальный план
задачи I и теорема доказана полностью.

Из этой теоремы вытекает ряд важных следствий. ^
Следствие 1. Если Х^ ~ оптимальный план, Xi^^ и Xi^t удовлетворяет

и

(2), то
bs (6)о s = i, + f —1,Xis

ais

i+t~i ,

= S—;
n

гг,-4-1 = . .. — Xn — 0.0 —.0 еслиXi Xi
(Xis. dis s=lS=I

каждом уравнении (al) в оптимальном планеДругими словами, в
только одна компонента отлична от нуля.

Следствие 2. Если — оптимальный план, гг,®, удовлетворяют ус
ловию (2) и a,-s = о для некоторого s > г, то г -f i < s.

Доказательство этих следствий непосредственно вытекает из теоремы 1.
Теорема 2. Если коэффициенты задачи I удовлетворяют (1), то для лю-

0

п

■бого оптимального плана sgn гг/,® = ттг. Если (1) выполняется как

нестрогое неравенство, то существует оптимальный план с тем оюе свойст
вом.
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Доказательство. Будем вести доказательство от противиого. Пред

положим для определенности, что О, х

= г <.т. Построим другой план X'

п

= О и что 2,0
sgn Xh =i+1 :

Jf=i

/
г+1 = о,

X' =' a^i+l. i+l = b-i+1

0
^kp ~ Xkp BO всех остальных случаях.

Легко видеть, что X' — план задачи I. Из (6) имеем

сх»—сх'=
Oi, г+1

Из (1) следует, что (7) строго больше нуля. Это противоречит опти
мальности Х^^. На этом первая часть теоремы доказана. Доказательство
второй части теоремы непосредственно вытекает из (7).

Из теорем 1 и 2 следует, что если коэффициенты задачи удовлетворяют

.('7)
Сг, -i+l Ci+l, г+1

^i+l Сг+1, г+1 = hг, г’+1 La Cti+l. i+l-Ii. i+l

n

условию (1), TO в любом оптимальном плане 2 т'н компоиеи-
ft=i

ты этого плана удовлетворяют (6).
Таким образом, оптимальный план полностью определяется номерами

своих ненулевых компонент Хг®. Из этого моншо заключить, что необходи
мо исследовать лишь планы, построенные по формулам (6), причем в каж
дом плане должно быть ровно тп отличных от нуля компонент. Поско.чьку
известно, что > О в любом плане, то для нахождения оптимального пла
на достаточно перебрать CnXi различных планов и выбрать из них опти
мальный. К сожалению, при больших п л. т этот перебор практически не
осуществим. Поэтому для нахождения решения нужно использовать мето
ды, отличные от полного перебора.

3. Рассмотрим функцпональпые уравпения и методы их решения. При
меним для задачи I метод последовательного анализа вариантов, основаи-

решении функциональных уравнений. Обозначим через фупк-пьш на
цию, значение которой определяется решепиед! задачи

П

Fj{i) = min 2
h, p=i

Chp^hp

P

Бри условии 2 ̂ lip^kp ^ bp\
k=i

n

2 ̂ kp = Xk\

p=l,.. n.● 1

p-=h
n

2 sgn < (8)m — j.
k=i

Аргумент i в функции Fj{i) указывает, что в (8) рассматриваются пе
ременные, начиная с Xi. РТндекс j определяет количество отличных от пуля
переменных.



г

289’ЗАДАЧИ СТАНДАРТИЗАЦИИ И НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ

Пусть
1-1

Cih
(9)

h=i

Тогда рекуррентные соотношения для функций Fj{i) будут иметь та
кой же вид, как и в [1]

Fj{i) = mmij{il), г=1,. ..,/г; / = О, ..., ттг — 2,

Ьк. (10)

Из определения функции Fj{i) следует, что i^o(l)  — оптимальное зна
чение функционала задачи L Так же, как в [1], можно показать, что при
фиксированном j ^ О достаточно рассматривать г 6 [у + 1, ?г — ттг -f- у -j- 1].
Поэтому в (10) достаточно рассмотреть где F — п — тп-+ у' +2.
Если для рассматриваемого ъ существует щи. = 0 и Z' = rnin : а.ц — 0),

то из следствия 2 теоремы 1 легко заключить, что  в (10) достаточно рас
смотреть I ^ Г {i) = min [F, I'}.

Заметим, что Г (г) — Решение уравнении (10) может быть
получено любым методом динамического программирования [2, 3]. Реали
зация этих методов весьма проста на ЭВМ и не требует большого объема
машниной памяти. Перед тем как непосредственно переходить к решению
уравнении (Ю), целесообразно вьишслить заранее коэффициенты
dik = Cihlaik и числа l' {i) для всех индексов^ i, к. Эта несложная предва
рительная процедура значительно сократит оощее количество вычислении
в решении.

Оказывается, что уравнения (10) обладают очень важным свойством,
благодаря которому процесс решения можно еш(е значительно сократить.

Лемма 1. Рассмотрим j-e уравнение системы (10)

г-1

^j(j)= min/j(ii) = шш ^ dikbk-\-F . (И)
г<г^г* h=i

Предполоо1сим, что решение этого уравнения для i  = io есть U. Заменим
в этом уравнении dih на dik = dik. -Н Дгй» еде > 0. Пусть h решение
полученного уравнения для ъ = io, тогда 1\ h.

Доказательство. Положим
г-1г-1

/2(0 = S dihbh [t). (12)/1 (О = 2 dihbk + Fj+i (/),
h=i

Из оптимальности ?i и /2 имеем
/2(^2) ^ /г(Л). (13)Mh) </i(/2);

Преобразуем /2(0 следующим образом
г-1 г-1г-1

+-^i+l(0 ~Ь 2ДгЛ^/1 = /l(0 "h. 2 (14)
A=tk=i
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Следовательно,
ii-i

h{h)— S ^ili^h ^ /2(^1) ^—/1(^1)+ 2
k=i h = i

1,-1 l2-i

0  /1(^2) /l(A) ^ 2 ^ihbk — 2 ̂ ihbk- (15)
h=i k=i

Так как Aikbh > 0 для всех i, к, то пз (15) следует, что h ^ h- Лемма
доказана.

Теорема Ъ.Пусть l{i) и l{i— 1) — произвольные решения (И) для i
ui~ i соответственно, тогда Z(,i) > ^(j — 1) для любых L

Доказательство. Очевидно, что для доказательства теоремы до-
рассмотреть случаи, когда Z(i) ^ Г {i—1). Поэтому будем счи

тать, что Г{i) = Г {i — i) = I". Обозначим через Zi = max{Z(i — 1)}.

Если Zi — i, то утверждение теоремы очевидно. Поэтому в дальнейшем бу-^
дем считать, что 1\ > i. Пусть Zo — решение (11),  в котором dih заменены
на di-\,h, т. е.

статочно

г-1 «0-1

2 ^г-1, hbh “Ь F}+1 (Z) di-ijibh Fj+i{lo). (16)Fj{i)= min
г</<г* k=i k=i

Так как Zi !> i, то
«.-1

/j (г 1, Zi) — 2 ^ hbh + F (Zj).?-i

k—i

Из оптимальности Zo имеем

fj(i 1, h) ^ i-ibi-i + 2j fZi-i, hbn + -f’j+i(Zo) =
h=i

«0—1

= S dt1 kbh~{- Fj+i{lo) — /j-(Z — l,Zo). (17)-1.

ft =i—1

Из оптимальности Zj имеем /Д?!—1, Zi) ^/j(Z—1, Zo), следовательно,

/,(i-l, h) =/;(i-l, Zo)'. (18)

Из (17) II (18) следует, что Zi —решение уравнения (16). Из леммы
вытекает, что 1\ ^Z(z), но h ^Z(Z —1) п, значит, Z(Z—1) :^Z(Z). Тео
рема доказана.

Следствие 3. Если для Г(к)=. . .некоторого к 1{к) = Г,
. . . = Г (к + ?■) = Z*, то для всех i = -i- . . . , + r\ l{i)

В любом методе динамического программирования порядок вычисления
величии
Выше была исследовапа зависимость между различными решени
ями Z(Z) уравнения (11)- Доказанные результаты позволяют зпачп-
Т(^лыю сократить количество вычислении (в среднем), необходимое для
вычисления одного значения Fj{i). Для этого нужно производить вычис
ления Fj{i) для различных i в определенном порядке. Например, можно
предлояхить следующий порядок вычислений.

Иредполо/ким, что все допустимые i заполняют отрезок [ah], где а и

Z*.

Fid) для различных i не имеет никакого значения.
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Ь — натуральные числа. Все цо.лые точки этого отрезка разбиваются на
группы. Первая группа состоит из средней точки г/ отрезка [я&] *. Вторая
группа точек состоит из средппх точек отрезков [ai\'] п [г/^] ит. д.
Пусть определена (Л-— 1)-я группа точек (/^-‘}, при этом отрезок [аЬ\
оказался разбит на систему отрезков A'rS образуемых точками из групп

. . ,/с — 1. Тогда к-я группа точек {ii^} будет состоять из середин от-
Этот процес закончится, когда все точки отрезка [аЬ]

^ 1 ●

])езков Д^'^.
разобьются па группы. После этого, пспользуя получешгое решение для z/,
вычисляется сначала значение Fj{i) для i — i\', потом для i‘F п т. д.
Яа А:-м шаге вычисляются значения Fj{i) для всех на основе ре¬
зультатов, полученных для предшествующих групп. Такой порядок
числений позволяет оптимально попользовать ппформацшо о вычпсленп-

ях, произведенных ранее.
4. Проведем дальнейшее исследование задачи И. Во всех результатах,

выше, условие (1) было весьма существенным. В самом деле,
●без него не выполнялось бы основное свойство оптимальных планов, уста-

теоремой 1, не были бы справедливы функциональные уравне
ния (10). В то же время это условие является вполне естественным н с
.экономической точки зрения. Ниже будет показано, что это условие можно
элиминировать для задачи II. Более того, будет показано, что если в зада-

11 заменпть линейные функции на вогнутые, то алгоритм решения по-
лучеппон задачи не изменится. Приступим к доказательству этих утверж
дений. ^

вы-

изложеппых

новлепттое

че

Лемма 2.Если в задаче II найдутся такие Ci и c,--i, что d-i ^ c.i, то су
ществует оптимальный план, в котором Х{^ = 0. , п тт

Доказательство. Пусть X — оптимальный план, а U. Постро¬
им новый план X®

Xi® = О,

о
Xi—i — Xi 4“

Xk^ = Xh,

X0 =

КОТОРЫЙ удовлетворяет условиям (a2), (62), кроме того, СХ—СХ^'^0.
Мз оптимальности X следует, что СХ — СХ° ^ 0. Отсюда выт^ает, что

то X® — оптимальный план и л:»® — 0. Если С{ > Ci-i, то
С̂^—СХ° > 0. Это противоречит оптимальности X; значит, предположе

о том что Xi^0,B этом случае было неверно. Лемма доказана.
Основываясь па этом результате, постропм задачу II , которая будет

оквнвалснтгга в известном смысле задаче II. Рассмотрим величины с\ с,,
i = l, . . . ,w. Пусть Cl —Сг<0, г=1,.. .,г—1;
л:/ = х\; Cl' = ci;

Xz' =

Пусть определены уже л:/, . . ., c/, . . . ,Cs'; Ь/
i } jiXs' = Рассмотрим величины с/— с,-; i = 1, . . . ,п. Предположим,
сг — С; < 0; i = Cf — > 0. Ес.лп не существует тако-

ппе

Cl — Сг> 0. Положим

г—1

bi'=^b,p, /2 = {^11,} = {!,?●}.Cz' — Or',
k=i

Is — {z'l, . ■ ●»  '

по.чагаем Ь/= '^ b n' — s. Ha этом формирование задачи IPro q, TO
k=t

— целые числа, то средней точкой отрезка назовем число* Если тип
[(т + п) ! 2].
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закаытавается. Если существует указанное выше q, то полагаем x'sJ^i = X<h

q-i

6/= /,s
/

— {?!, ..., i’s+i}, ifi+i — q.Cs+l — Cq', +1
t=i

Ясно, что такой процесс после конечного числа шагов закончится. По
строим новую задачу минимизации функции

п'

^ = 3 Ch'xiJ
Ik=i
1

3 > 2 bhпри условии
S 1ГЛ=1 А=1

п'

2 sgn Xh ^ т.
Л=1

Пусть X' — оптимальный план задачи 1Г. Определим

= Xh',
о

S = ift 61п>,{
XS

I

l Xs°~ о,
Основываясь на лемме 2, легко показать, что X® — оптимальный план

задачи II. Таким образом, любой оптимальный план задачи 1П можно со
поставить с оптимальным планом задачи II. В задаче 1П коэффициенты
удовлетворяют условию (1). Поэтому если т<С.п\ то оптимальный план
задачи 1Г удовлетворяет соотношениям (6), которые  в данном случае бу
дут иметь вид

S б/п'.

Vi+1-l

2 bii'\
h=y.

п

21 6//,
A=V

где Ух номер ненулевой компоненты вектора X'. Если же т'^ п', _
вектор Х^ ~ (bi , . .. ,Ъп') — оптимальный план задачи II'. Подставляя
вместо bs их выражения через Ьь в формулах (19),получим,что Х° удов
летворяет соотношениям (6) при любом п'. Таким образом, доказана ни
жеследующая теорема.

Теорема 4. Для произвольных Ci ^ О существует оптимальное реше
ние задачи II, удовлетворяющее условиям (б).

Заметим, что если хотя бы одно d < О, то функционал задачи II
ограничен снизу.

Пусть G — множество планов задачи II,
этого множества, тогда

Ху = (19)m
т

то

ие-

а G — выпуклая оболочка

min с/'Х'= min с(Х),

для любых вогнутых функции с {X), так как G — многогранное множест
во. Более того, минимум с (.X), если он существует, достигается в верши
не G. Пусть Х^
линейны!! функционал с^{Х)

X^R^
x€ff

вершина G, тогда очевидно, что Х^ б G. Существует
такой, что min с®(Х) = с°(Х°) и этот ми-

X6G
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нимум единственный. Из теоремы 4 вытекает, чт(^Х° удовлетворяет со
отношениям (6). Следовательно, любая вершина G удовлетворяет (6).

Рассмотрим теперь задачу II с произвольными вогнутыми функциями
Cj(xi). Согласно сказанному выше, существует оптимальный план этой
задачи, удовлетворяющий условиям (6). Поэтому для решения можно
воспользоваться методом функциональных уравнений, изложенным в п. 3.
Функциональные уравнения для этой задачи будут иметь вид

/ = О W — 2;Fj{i) =
(20)

i-in

P7П—1 m — ^ S ^ J
h

Ci 2 bh + Fj+i{l).
h=l=i

Эти уравненпя почти не отличаются от (10), и метод их решения
остается прежним.

Заметим, что если Ci{xi) — произвольные линейные функции, тогда
для уравнений (20) справедлива теорема 3. Это непосредственно вытека-

леммы 2 и теоремы 4. Если же Ci{xi) вогнуты, то доказательство
для этого случая не годится.

В описанной задаче II с произвольньтми вогнутыми функциями Ci(a:i)
было показано, что для нахождения оптимального решения можно при-

- функциональных уравнений, пзлон^енный ранее. Для про
функций С:(а;г), в частности для выпуклых, аналогичные ре

зультаты неверны, так как оптимальные планы в этих задачах не явля-
вершинами многогранника G.

5. Рассмотрим другой подход
опять задачу II при следующих дополнительных условиях

а (xi) — произвольные функции,
Хг 6 /?,

папример, R может являться множеством цв¬

ет из

меппть метод
извольных I

ются
псследованшо задачи И. Возьмемк

(21)

сДО) =0*;

д — подмножество
лых чисел.

Задачу II с условиями (21) назовем задачей 111. Введем замену пе-

в

Тогда задача III примет следующий вид. Мпнп-ременных:

зшзпровать функцию
h=l

. п

F = 2 Сз (^8 —
8=1

при условии .0 ^ «3 — Us-i ^ d
Ret Wo = о,

^Ug^R', 5 = 1, ..
n  V

2 Sgn(Ws —Ws-lX'W,

n● ?

87

(III)(аЗ)
,

(63)
8=1

тде 5s = 21 bh-

* Это условно является несущественным и введено для упрощенпя записи.
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Это типичная задача динамического програымпрованпя [2], несмотря
на то, что в ней присутствует условие (63).

Следуя основным идеям дпнампческого программирования, рассмотрим
частичные задачи тппа III, заключающиеся в минпмпзапип фзчгкции

/)   S (^SF{uU,
S==l

HpH условии 0 ^ — Us~i < d St

(ПГ)
\ s = l, nЩ-1 г-1»

2 Sgn {щ — lis-i) < m — j.
$=i

Так как задача 111 является обобщением задачи II, то желательно было
бы получить рекуррентные соотношения, которые являлись бы непосред
ственным обобщением соотношений (20). Обозначим оптимальное значе
ние функционала задачи ПГ при фиксированных и\-и i, / через Fj{i, n,„i).
При этом обозиаченип ^0(1, 0) является оптимальным значением функ
ционала задачи III.

Нетрудно показать, что рекуррентные соотношения для функций
Fj (г, ) будут иметь вид

Fj{i, Ui-i) = min [ci{ai — Hi_i) + T'j+i(Z,uj_i)],

(22)Щ 6 R,

Z = i + 1, . . . , « + 1;lli   Пг-И   ● ● ●   1 Rl—lt i = 7 H- 1, . . ., ч;
T’„i_i(i, 4i-i) — min c,(Hi—K,-i);Fj(n-\- = 0; 7 = 0, . . ., 74 — 2;

4*1 '— — ● ● ● — 4/1 ^^2 Ш

Эти уравнения решаются темп же методами, что л (20). Однако для
решения (22) требуется большее количество вычислений и больший объем
машинной памяти, так как на каждом этапе нужно минимизировать функ
цию двух переменных. Если в (22) заменить С{[х{) на линейные или вог
нутые функции, положить di = оо п отбросить условие Ui б R, то вид этих
уравнений совершенно не изменптся. Все же эти уравнения являются
обобщением уравнений (20), т. е. они могут быть приведены к (20). Что
бы показать это, нужно воспользоваться результатами, изложенными в;
п. 4. пз которых вытекает, что = Bi-i — Bi при фпкспровап-
ных i п I. Поэтому аргумент Ui_i в функциях Fj(i, Ui_i) лишни11.

Оказывается, что для задачи III можно выписать рекуррентные соот
ношения, отличные от (22). Для этого обозначим оптимальное значение
функционала задачи ПГ через Fi{Ui-i,j). Тогда рекуррентные соотноше
ния для этих функций будут иметь вид

min[c,(4i — и ) + ̂ 1+1 (^г» / ц- 1];1-1
если U{ ^ 4,'_1V ■

(23>Fi{iii^i,j) —
Fi+i{iiiJ), Ui^Bi- если U'i =

7 = 0, . . . . m.i = 1, . . . , n;Fi{ui-u m) = 0; i^n-и («n, /) = 0;
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С точкп зрения удобства вычпсленпй этп уравнения предпочтительнее
уравнений (22), так как на каждом этапе нужен меньшпн объем машпн-
iioii памяти. Однако количество этапов при решении (23) равно /г, в то
время, как в (22) количество этапов равно лг.

Основное достоинство уравнений (22), (23) —пх нечувствительность
к виду функций Ci (а;^) п допущение произвольных ограничений на пере
менные щ. Чем больше ограншшний типа щ б R, тем эффективнее реша
ются ЭТИ уравнения. Этот факт является общим для задач динамического
программирования, и поэтому не имеет смысла заострять на нем внима
ние. Все же, несмотря на все свои положительные качества, уравнения
(22), (23) хуже, чем уравнения (20).

6. Перейдем к обобщенной задаче стандартизашш. Естественным обоб
щением задачп I является задача следующего вида:

(а4)тш.

>IVAX=b, Z^O,

П|
(64)

Матрица А имеет произвольную структуру. Будем предполагать,
задача IV разрешима. Как было отмечено ранее, задача IV является мно
гоэкстремальной и аппарат линейного программирования для ее анализа
неприменим.

Однако для этой задачп справедлив аналог одной из основных теорем
линейного программирования о том, что решение задачп линейного про
граммирования достпгается на опорном плане задачи. Задачу, пол^^шю-
шуюся из задачи IV отбрасыванием условия (64), назовем усеченной к за
даче IV и обозначим ее через IV^ Для удобства иногда будем говорить
задаче IV с матрицей А, а соответствующую ей задачу IV' называть усе
ченной задачей с матрицей А.

Теорема 5. Если Х° — решение задачи IV, то можно указать такой

опорный план X' усеченной задачи IV , что СХ^^ = СХ и

что

о

2  ̂ т.
Пусть — решение задачи IV и / = {/ =

г-й столбец матрицы А. Пусть
Доказательство.

= сгг" = о, i < чД; А = {А^} i б 7, где А^
1 — опорное решение усеченной задачп с матрпиеи А. Построим вектор X

jyi', i6 7,
I 0; гб7,

х/ =

Очевидно, X'— удовлетворяет условию а4. Так как допустимое множе
ство задачп IV содержится в допустимом множестве задачи IV', то СХ" <
^ СХ». С другой стороны, X' — план задачп IV, так как условие (б4) для

выполнено по построению, отсюда, учитывая, чго X решение зада-
IV, получаем СХ' = СХ“, и теорема доказана.
Отметим еще одно важное cboiictbo задачп IV. Пусть задача IV' не

вырождена и ее решение не удовлетворяет условию (64). Тогда справед
лива следующая теорема.

чи
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Теорема 6. Если — оптимальный опорный план задачи IV, то
П\

i=l

Доказательство. Пусть — решение задачи IV и опорный план
задачи IV'. Так как по условию пе является решением задачи IV', то,
выполнив один шаг симплекс-метода, начиная с найдем X', для кото
рого СХ^ > СХ' в силу невырожденностп задачи IV' [4].

п,

Допустим, что утверждение теоремы' неверно, т. е.  2 sgn Xi^  1
1=1

и покажем, что X' — план задачп IV'. В самом деле, X' однозначно опре
деляется сменой базисов на Б\ которые соответствуют Х^ и X'. При
этой смене одна переменная (вектор Л^) вьгоодится из базиса Б^
вится равной нулю. Другая переменная (вектор А^), не входягцая ранее
в базис Б^^, вводится вместо первой и получает отличное от нуля значение.
Следовательно, число ненулевых компонент с номерамп от 1 до и при пе
реходе от Б^ к Б' может увеличиться не более, чем на едггаицу, т. е.

2sgn а:/^/тг. Следовательно, X' — план задачи IV; причем по построе-

решенпе задачп IV. Полу-

J

и стано-

1=1

ниго СХ' <С СХ^, что невозможно, так как
ченное противоречие доказывает теорему.

Итак, можно заключить, что для решеипя задачи IV необходимо
следовать только опорные планы усеченной задачи IV', для которых вы
полняется условие (64), Но количество этих планов, даже строго удовлет
воряющих (64), чрезвычайно велико, хотя и ограничено сверху числом

где г — количество строк матрицы Л. При больших г, п, т было
бы непосильно отыскать оптимальный план путем перебора всех допусти
мых опорных планов. Поэтому желательно иметь вычислительную схему,
позволяюшую избегать полный перебор.

пс-

Таблица 1

3 92 4 5 6 7 8 101I

20 15 14 10 7 5 4 218 Iс

Ь 3 5 5 3 38 6 6 1 10

Следует отметить, что задача IV в общем виде еще не была исследова
ла. В литературе встречались лишь частные модели, которые сводятся к
этой задаче. Причем, как правило, эти модели исследовались только с эко
номической точки зрения. Во всех работах, посвященных этим задачам,
предлагалось находить решение методом Гомори либо методом «ветвей и
границ». По эти методы для практш1еских задач совершенно непримени
мы. К сожалению, подход, изложенный в этой работе, тоже оказался не
применим к задаче IV.

7. Проиллюстрируем метод, изложенный выше, на небольшом приме
ре. Рассмотрим задачу II, в которой п — 10, /тг = 4, Cf и 6* даны в табл. 1.
'Вглпишем сначала рекуррентные соотношения для
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Таблица 2

Рг (8) = 27 /’л (9) = 23 /'з(10) = 3

1

г=9 i=9 1 = 10 1 = 10

Л (7) = 58 Ро (8) = 30 Рз (9) =26

2

Z =9/ = 9 г = 9i = 7

Pi (6) = 103 Fa (7) =61 Рз (8) = 56

3

i = 6 i = 7 / =9

Fa (7) = 100Fi (5) = 144 Fo (6) = 117

4

Z = 5 1=0 i = 6 г = 9

Fi (4) = 229 Fa (6)= 182Fo (5)= 186

5

1 = 0i = 4 Z = 9i — 0

Fi (3) = 3!2 Fa (4) =294 Fs(5) = 290

6

Z = 6 i — 5Z =3 Z = 6 i = 4

Fo(I)=532 Fi = 495 Fo (3) = 377 Fa (4) = 474

7

Z =6 i = 3 Z = 64 = 3 г = 2 i — 4i = 1

/=0 /=1 / = 2 /=3 TV

/-1

г = 2,. . .,8;
г>1 k=l

i-i

Ci ^bu-\-F2{l) ; г^3, .. . ,9;mill
?>j h=i

l-l

,  + ; z = 4, ...,10; i = 3, . ..,9;^2(г) = min Ci

h=i

n

Рз(0=с.' Sb„; j = 4, . . ., 10.
;i=i

9  Экономика ii математические методы, 2
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Все вычисленпя удобно проводить прп помощи табл. 2, в которую бу
дут заноситься значения Fj{i) и lj{i) — оптимальное I, на котором дости
гается минимум/j(i, Z), т. е. Zj(i) =r:Fj{i)

Вся таблица состопт пз четырех столбцов / = 6, 1, 2, 3. Каждая клет
ка /-Г0 столбца разбпта на три подклеткп. В верхнюю подклетку записы
вается значенпе Fj{i), номер i — в левую подклетку; в правой подклетке
помещается чпсло Ц (i).

Сначала в таблицу записываются чпсла i. После этого начинается про
цесс заполнения таблицы, состояшпи из четырех этапов. Канлдып этап
имеет семь шагов.

Этап 1. Вычисляются значения i^3(0» i = 4, . . . , 10 по формулам (24)
и результаты заносятся в соответствующие клетки последнего столбца.

Этап 2. Заполняется следующий столбец / = 2. В п.  3 был оппсап поря
док вычислеппл Fj(i) для различных г, прп котором требуется наимень
шее количество вычпсленип (в среднем) для всех i . Для простоты изложе
ния выберем не самый оптимальный путь заполнения таблицы. Будем за
полнять таблицу «сверху вниз». Для вычисления ^2(0 вычпслим значения
h{i, I) для всех Z > i и выберем пз них иапменьшее. На первом шаге вы-

9

числяем i^2(9), которое будет равно /2(9,10) = сд  2 +-?^з(10) = 23.
к=9

Поэтому заносим в верхнюю подклетку число 23, а в правую подклетку
чпсло 10. На этом первый шаг второго этапа закапчивается. На втором
шаге вычисляются /2(8, 1)\ 1 = 9, 10 и выбирается иапменьшее. Оно бу
дет равно /2 (8, 9) = 30. Поэтому в верхнюю подклетку записываем число
30, а в правую —■ 9 и переходим к следующему шагу. На следующем шаге
нужно вычпслпть /2(7, I); I = 8, 9, 10; но пз теоремы 3 следует, что доста
точно рассмотреть только ^ = 8, 9, так как /2(8)  = 9 п т. д. На последнем
шаге второго этапа нужно было бы вычислить /г(3, Z); Z = 4, . . . , 10. Но
па предыдущем шаге было па^щено, что /2(4) = 6; поэтому для вычисле
нпя F2 (3) достаточно рассмотреть Z = 4, 5, 6.

Этап 3. Совершенно так же, как п на предыдущем этапе, запо.лняется
второй столбец таблицы / = 1.

Этап 4. Этот этап состоит из одного шага. Вычисляются значения
/о(1,0;^ = 2,. .. ,8 и выбирается наимепыпее. Полу^гаем 7^о(1) = /о(1,3) =
= 532. После этого заполняется последняя клетка таблицы. Таким
образом, на последнем этапе заполнения таблицы вычисляется
вое значенпе функиионала задачи, т. е. значение 7^о(1)- Для того, чтобы
закончить решение задачи, нужно еще указать оптимальный плап. Это де
лается следующим образом. Выбирается число в правой подклетке пер
вого столбца (/ = 0) 1 = 8, затем во втором столбце (; = 1) выбирается
клетка, в которой i = 3, п выбирается из этой клетки

оптпыаль-

чпсло, стоящее
в правой подклетке, 1 = 8. Затем аналогичным приемом в следуюищлг
столбце выбирается число Z = 9. Выделешше таким образом чпсла 1, 3, 6,
9 являются номерами компотгент, отличных от пуля,  в оптималглюм плане.
Значения этих комиоиепт вычисляются по формулам (6) , т. е.

I

2 5

=  И; = S Ь* = 13;оо XiXi
h=i ft =3
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Итак, оптимальный план задачи есть вектор Х° = (11, О, 13, О, О, 13,
О, О, 13, 0), оптимальное значение фупкппонала равно 532.

Здесь была использована не самая оптимальная схема заполнения таб
лицы, однако эта схема более проста для расчетов на ЭВМ. Оптимальная
схема заполнения таблицы состоит в том, что строчки в каждом столбце за
полняются в следующем порядке: 4, 2, 1, 3, 6, 5, 7.

Если за единпну вычисления принять вычпсление одного значения
/j(i, I), то количество вычислений без учета теоремы 3 равнялось бы 70, по
схеме, примененной выше,— 51, по оптимальной — 50.

Следовательно, даже в мало1к задаче выигрыш нолучплся значитель
ный. Если же п, т, п — т большие, то выигрыш будет гораздо больше.

Автор выражает искреннюю благодарность А. А. Фридману за поста
новку задачи п постоянное внимание к данной работе.
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