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ПЛАН КАК МНОГОЦЕЛЕВАЯ ЗАДАЧА

Э. Е. Б Е Л И Ц К И И

( Москва )

в ряде случаев оптимизация представляет собой способ отыскания компромисса
между различными, вообще говоря, не взапмозаменяемыш! п не всегда ясно осозна-
ваемылш целями. Б настоящее время такая оптимизация обычно осуществляется при
помощи теоретико-игровых моделей п моделей равновесия.

Для большинства моделей оптпмизацтш предполагается наличие системы оценок,
полученной в известной степени независимо от данной модели. Вместе с тем для ана
лиза решений, которые принимаются самостоятельно, необходимо предположить, что
они определяются внутренними условиями задачи. Полезность такого подхода рас
сматривается в дальнейшем. Для его реализации в этих случаях удобно отказаться от
использования скалярной меры качества измеысшш и процессов и обратиться к век^
торной харатерпстт^е. Рассмотрим, какое изменение вносит использование векторной
меры качества в формулировку и методы решення задачи. Введение векторной харак
теристики качества принимаемых решентг пли пропсходяпщх измененпи для про
цесса (программы) предполагает использованпе различных способов упорядочения
этих характеристик. В частностн, могут быть заданы следуюпще условия.

Допустим, что уо II у' — л1-мерны0 векторы из п-мерного векторного пространст
ва У. Компоненты этих векторов обозначим соответственно и "O'/, i — 1. ■ ■ ч
Тогда положим

1) 1/0 ^ у', если Oi® = -&г' и для некоторых i,i=k,
2) Уо — г/'

Каждое условие вытекает пз содержательной интерпретации конкретной задачи.
Это условие можно считать критерием оценки.

} при тех н<е условиях.

Для векторных задач макепмизации понятие максимума заменяется
эффективной точки. В экономико-математической литературе используется
фектпБНОго вектора или тождественное ему понятие экстремальной точки Эффе^гш-
ным называется вектор уо пз пространства Y такой, что для любого у' ^ У Уо — У ‘

вектора не может
можно счп-Смысл этого правила заключается в том, что ни одна компонента

быть увеличена без изменения другой. Очевидно в этом случае решение
тать экстремальным. Это правило обеспечивает получение оценок замены, которые
показывают какое увелхгченпе одной компоненты произойдет при уменьшении на
/^пттнипу другой компоненты (при малых пзмененпях). Изменения, прохкходящпе

ятпх пропорциях, считаются равноценными (по внутренним условиям). Последнее
жпплтулируется так: если р — вектор оценок замены, соответствующий данному эф-

ф^^ному вектору уо, то _уо? ^ у'р для любого другого вектора из данною
множества^о^ задание на практике рассматривается как векторная характеристика

оптельностн хозяйственной единицы. Действительно: 1) план считается выполнен-
Я J , только если достигнут плановый уровень всех показателей; 2) план считается

пт^евыполнеппым, если достигнут плановый уровень всех показателей и хотя оь1 по
пномУ этот уровень превышен; 3) отдельные задания (показатели) плана не ямя-
лтся взаимозаменяемыми с точки зрения плановых органов, так как они рассчота

в разных задачах. Они не вытекают непосредственно из условий задачи оптпми-
Г.ОТТТТТ1 деятельности хозяйственной единицы. -амп
^ Для логического анализа характера решений, которые будут приниматься ^мо

гтоятельно хозяйственными руководителями и работниками, полезно разделить у
плановой задачи на внешние и внутренние. Такое Разделение не ново в э о

мпяеской литературе. Например, некоторые авторы предлагают °Р“
?атов деятельности хозяйственной единицы элиминировать влияние «не зависящих

"" “^Г^^^ГсГплГироваГш “вГрху,, можно представить как
«встречных планов». Такое представление хорошо согласуется с  °
Вполне логично предположить, что хозяйственная единица стремится добиться мак^
С1»%ма, допускаемого внутренними условиями. Это предположение становится фак
?о" если внешние условия на первом этапе вообще псключаются Р^с^сдютретая^
Появлеппе новых условий в виде внешних требовании приведет к компромиссному

решеншо^ рассматривать плановую задачу как многоцелевую nporpamiy. Это озна-
Т1ЯРТ что имеется много различных возможностей. Нет удовлетворительного спосооа
определить, какая из возможностей более предпочтптельпа.^Поэтому  неооходпмо наи-
тп вариант реализации максимума каждой из возможностей. Решением для многоце-

в
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левой программы является годная программа. Годной называется програ.мма выпус
ка, предусматривающая такое использование ресурсов, при кото|юм увеличенне од
ной компоненты вектора выпуска невозможно без умепьшешш друго11 ого компонен
ты. Таким образом, в результате составления годной программы должен быть пол}^ен
эффективный вектор выпуска, т. о. экстремальное решение, имеющее векторную ха
рактеристику. Смысл примонешш такого подхода к задаче составления плана хозян-
ственпой единицей заключается в следующем.

1. «Внутренние» условия .можно рассматривать «пезависи.мо» от внешних тре
бований, включая оценки.

2. Годная программа позволяет представить, какие решения будут приняты
зяйственными едишщами при тех или иных внешних требопаннях. При необходи
мости можно принять надлежащие меры, исключающие нсяселатольныс решения (па-
пример, назначить расчетные цены). Формально это требование означает: для век
тора выпуска уо б У и вектора оценок р должно выполняться условие уор ^ у'р для
любого у'б У. Это исключает «сползаше» к другим решениям*. Подход с позиции
многоцелевого программирования позволяет использовать мшшмалыюс количество
начальных условн1г, что способствует устойчивости плановых pciueimii. Дсчштвитель-
но, обычно необходимо до начала планирования знать план выпуска или цены, или
то II другое вместе. При многоцелевом подходе составляется до известно!! степени
случшшый эффективный план. Затем но критерию эффективности он может быть
преооразован в другой эффсктивыый план. Следовательно, имеется изпестньй! диапа
зон преобразований. При невозможности использовать эффективны!! план из-за ле-
оптпмальпости предыдущих решений, можно получить систему искусственных цен
(или других мер), при помощи которых хозяйственная единица будет побуждаться
принять оптимальное решение. Наконец, для годной программы возможно получить
систему оценок, характеризующих улучшение внутренней структуры единицы и по
зволяющих гфипять обоснованное решение.

Пере!)дем к интерпретации этих оценок. Будем рассматрпвать многоцелевую поо-
грамму как задачу нслинокного программировашш. В общем случае возшшает век
торная задача мэксшшзащш. Однако более удобно начать рассмотрс!ше с обычной
задачи на максимулк Последняя имеет наглядную интерпретацию. Предположим
необходимо изыскать способы i t - i «

хо-

, что
увеличения выпуска одного из продуктов при усло

вии, что выпуск других продуктов нельзя сократить. Согласно данному выше опре
делению, отыскивается способ «улучшения» программы. Интуитивно ясно, что для
этого надо высвободить ресурс, оказавиш!1сл дефицитным в исходной программе. Вы-
свооожденпе ресурса может быть достигнуто изменением маршрута изготовления ле
тали, иорядка запуска, технологического процесса.  В математпческо!! задаче все зтп
изменения могут быть представлены как новые «способы производства»

Запишем условия задачи, zu =/и{хц) ^ max при = z,« для 1фк гпо
выпуска; z.j — «интепспвности» примопеипя процессов-

i-mrfifbnii выпуска продукции. Возможны измспенпя структурных
известно, одним из способов решения это!! задачи явл^тгя пуГ

и  Лагранжа, для которой могут быть сформулированы необходимые
^вГет?я и глоб^ым. экстремума. При этом локальный максимум

Функция Лагранжа для задачи, сформулировапнои

Lk{x, р) =

выше, имеет вид

hi^) 2 (1)i

задачи необходимо указать ряд дополнительных условий наппп-
nm?’ оговорить трансформируемость высвобождаемых ресурсов ’ Пшаче
иии^ Чтп W оценку, т. е. не доставят выигрыша максимизируемой функ¬
ции). Этн условия являются жесткими, однако, есть возможность их ослабить

3 Pilgi^)-Zk°] = F{x) (2)

где F(x) ^ О — вектор-фупкцня неиспользуемых ресурсов
Тогда очевидным условием сущсствоваш!я глобального максимума фуикщш Ла

гранжа является минимизация неиспользуемых ресурсов.
Оптимальное решение (х^.р^’) интерпретируется как седловая точка функипп

Следовательно, х максимизирует функцию среди всех  х при данном п® или и® мп-
нпмшшрует функцию среди всех р при данном z®. р®  - вектор оценок, хараитеоизу!^
Щих приращение, доставляемое функции выпуска единицей ресурса при пспользова-
тщ ресурса до предела. В этом случае необходимое условие существования максн-

* Конечно, предполагается, что макс!шизац1ш
венной одинппы. суммы имеет смысл для хозяйст-
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мума функции Лагранжа
dfh(ж) dF{x)

dxi

дЬн
(3)

dXih dxik

откуда
dfh (а:) dF{x)

(4)= Л.
dxidxift

где X — компоненты вектора р.
Очевидно, X ==● О, если

dF{x)dfh (Д:) (5)(для а: > 0).= 0, лиоо
dxidXik

Если ВЫГТОЛШ10ТСЯ равопстпо (5). то X определяет «крутизну» изменения функ
ции в экстремальной точке («вклад» ресурса). В задаче многоцелевого программиро
вання операция максимизации осуществляется для каждой из компонент выпуска^
Результатом является получение эффективного вектора выпуска плп годной програ.
мы. В этом случае имеются две системы оценок, определенные нсключптел1^о внут
ренними условиями задачи (рациональностью технологических выборов). ид1 а
стома оценок характеризует ресурсы с точки зрения тех изменений,
позволяют произвести в выпуске продуктов; вторая  — изменения в выпуске Д
продукта, возможные при отказе от едпнпцы другого продукта. Зтп ggjjjJ’g.
претпруются как оценки заменяемости продуктов, т. е. характеризуют равноц^^^^^
замены (с точки зрения использования имеющихся возможностей).
выражение для многоцелевой программы (после соотвстствзчощих преоораз /
ц.меет вид

сп-

h

(6)
L= '^Xi{z,)-'KF{xi).

i = 1

Для интерпретации этого результата удобно рассмотреть векторную
епмизацпи, где G{x)  вектор-функцпя, компоненты которой являются выпухч
функциями по х; F{x) — имеет тот же смысл, что п  в (6).

Примем как доказанное утверждение, что если х'’ — эффективная „’ого^
G(

е.

xO) ^G(x) для любых хбХ, то существует вектор с(уь .... У«)’ ^
п

МОЖНО’

2 yi = 1 II /с(х) = (с, G(x)) достигает максимума для х'>. Этот результат

проинтерпретировать следующим образом: вектор оценок,
ния замены продуктов — компонент эффективного вектора — максимхы1ф^-
пый результат производства.

Для BOKTOpHoii задачи максимизации имеем (7)
L(x, р, с) = (с, G(x)) + (р, F(x))

неншо усло-выпол
и решепием является седловая точка функции. Это равносильно
unii (8)

с«) <Д(х°,рО, с«) ^L(x°,p,c°).Ь{х,р

Вектор р имеет тот же смысл, что п в (2). Такпмиоктор р имеет тот же смысл, чю ii и образом, для эффектно^!'I
о

j.m.b суммарный
вектора выпуска существует система оценок, позволяющая в. получают
результат псключптсльио по технологическим возможностям. , Р ● * д^цмп двумя
оценку в продуктах, для выпуска которых они использую „„го эффективного
системами ?ц?^к существует строго_е взаимоо,но^^^^ ^^^«^"мТжнЖделить,! Используя эти системы оцепок, можно

самостоятельно ответственными за принятие р
многоцелевой программы, перепде. \

  завода, причем рас

вектора (ро, со} — седловая точка
какие рошсгатя будут приняты >
ний. Проанализировав общие черты п смысл
конкретному ее составлению на примере станкостроительного завода, г-
смотрим только первый этап: полпенпе экстремума по внутроншш У^лопням.

Обычная оптплшзадпя используется здесь как вспомогательны!! прием О в ка
чество ограничений принимаются долгосрочт,те ресурсы, в данном случае мощ
ности; 2) в целевой функцип максимизируется выпуск одпоп из Деталей, ирактп
ческп лучше начинать с детали, обладающей прпзпакамп универсальности. Начинать
с деталей (а не конечной продутщп) удобнее во многих отношениях. Во-первых,
число степеней свободы в этом случае значительно больше. Во-вторых, попутно moik-
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НО установить согласованную работу между звеньями, принимающими окончатель
ные решения.

Предполагается, что для выпуска почти каждой детали может быть использован
не единственный технологический процесс (возможно чередование запусков, исполь
зование различного оборудовашш и схем обработки и т. п.). Такие технологические
способы описываются матрицей А{ац), которая имеет следующую особенность. Коэф
фициенты с номерами столбцов от 1 до п характеризуют «расход» оборудования на
изготовление детали^ i+l в /-м процессе. Коэффициенты от п + 1 до ft характери
зуют выпуск деталей в /-м процессе единичной интенсивности. Вектор ограничении
разделен на .чве части. «Верхняя» часть вектора [Ь) отведена под запас мощностей,
а «нижняя» {?■) — под фиксированные выпуски. В качестве коэффициентов целевой
функцш! принято количество деталей (целевых), которые могут быть получены, если
данный единичный процесс использовать вместо выпуска фиксированной детали на
производство целевой. Окончательный вид матрицы

biбц, 0X2, . . . flln

fl29 .fl 21: ■  ● din hi

bm^●тпЛг ®m2i ^m3 . ■ . Дmn

a a 2im+1,1, m+1,2 '
a a Znт-г2Д, m-r2,2 *

a a
771тт,2 ● ●

[ci, Co, Сз . . . — Cl

в векторно-матричных обозначениях пмеем
: Сз 2ft]

Вх ^ Ь, Ах = г, Zft = сх max.

где В — подматрица матрицы А.
После решения аналогичных задач для всех к оиределн51 оценки замены для

каждой детали. Такая задача может быть записана z^ft^max при 2*?.= 1.
Двойствеиное решение (которое для краткости опускается) даст оценка замены

ресурсов в процессе. Аналогичная процедура проводится для комплектов деталей.
11ри этом оалапсируется вьшуск, мпнимпзцрующий неиспользуемые ресурсы. Нако-
нец, оптимизации подвергается выпуск готовых деталей. Результатом является по-
л^^ение годной (с точки зрения внутренних условии) программы. Эта программа
редставля^т собой исходную позицию, изменение которой может быть оценеио над

лежащим ооразом, в частности, если понадобятся расчетные цепы для согласования
целей такой программы с целями плана. Так, лпмпты на краткосрочные ресурсы
позволяют получить оценку «упущенных возможностей». Нельзя забывать, что хо
зяйственная единица может добиваться осуществления этих возможностей. Хозяйст
венные руководители, оптимизируя результат, будут стремиться минимизировать
траты, если они в этом заинтересованы.

В данной работе не может быть детально

за-

   ̂ рассмотрен процесс «стыковки» плана
стречного с планом-заданием. Однако для наглядности рассмотрим следующий ппи-

мер. Рост выпуска продукции (что в данных ценах равносильно росту объема реа-
л^ованноп продукции) может привести к росту прибыли, ее падению или не вызватьникаких изменении.

D-Ргч ^ первом случае необходимо предвидеть возможность излишнего выпуска. Во
исклгочпр альтернативные решения. В третьем может ока-

^^^^Р^^вныи стимул (сознание важности выполнения плановых
адании). 1аким образом, окончательный план представляет собой компромисс меж

ду реальными условиями функционирования единицы и требованиями народнохозяй
ственного оптимума, исчисленного на базе «технических данных». Основной резуль
тат построения встречного плана — получение оценок, которыми молено руководст
воваться при впесеипл изменений в окончательный план.

Описанный в данной работе подход пригоден для постановки локальных запач в
условиях отсутствия единого оптимального плана. Он оказывается полезным н для
некоторых задач*, в которых качество выхода оценивается набором характепистик.

Поступила в редакцию
30 VI 1969


